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Πρόλογος
Το ϑεµατικό piεριεχόµενο της piαρούσας διδακτορικής διατριβής αpiοτελεί αντικείµενο µελέτης της ϑεωρίας
χώρων Banach και ϑεωρίας Τελεστών. Ειδικότερα, η έρευνα piου piραγµατοpiοιήθηκε οδήγησε σε τέσσερις
ερευνητικές εργασίες, τα αpiοτελέσµατα των οpiοίων αναpiτύσσονται στα κεφάλαια piου ακολουθούν.
΄Ενας χώρος Banach λέµε ότι έχει λίγους τελεστές αν κάθε γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω
στον X είναι της µορφής λI + S, όpiου λ ένας piραγµατικός αριθµός, I : X → X ο ταυτοτικός τελεστής
και S : X → X ένας αυστηρά ιδιάζων τελεστής, δηλαδή ο S έχει την ιδιότητα ότι για κάθε κλειστό και
αpiειροδιάστατο υpiόχωρο Y του X, ο piεριορισµός του S στον Y , S|Y , δε µpiορεί να ειναι ισοµορφισµός.
Το 1993 οι W.T. Gowers, B. Maurey ([33]) κατασκεύασαν έναν αpiειροδιάστατο χώρο Banach XGM µε
αυτή την ιδιότητα. Σαν συνέpiεια, ο XGM είναι αδιάσpiαστος δηλαδή δε µpiορεί να γραφτεί ως το ευθύ
άρθροισµα δύο κλειστών και αpiειροδιάστατων υpiοχώρων του. Εpiιpiλέον, οXGM είναι ο piρώτος καθολικά
αδιάσpiαστος χώρος, δηλαδή έχει την ιδιότητα ότι κάθε κλειστός και αpiειροδιάστατος υpiόχωρός του είναι
αδιάσpiαστος.
Το ‘‘scalar plus compact’’ piρόβληµα έθετε το ερώτηµα του αν υpiάρχει αpiειροδιάστατος χώρος Banach
µε την ιδιότητα ότι κάθε γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής είναι ένα piολλαpiλάσιο του ταυτοτικού συν
ένα συµpiαγή τελεστή. Υpiένθυµίζουµε ότι ένας τελεστής T : X → X λέγεται συµpiαγής αν το σύνολο
T (BX) είναι σχετικά συµpiαγές υpiοσύνολο του X, όpiου µε BX συµβολίζουµε την µοναδιάια µpiάλα
του X. Το piαραpiάνω piρόβληµα αpiοτέλεσε το Ερώτηµα 1 στη λίστα των ανοικτών piροβληµάτων της
ϑεωρίας χώρων Banach του Ο J. Lindenstrauss το 1975 ([38]), ενώ ήταν γνωστό αpiό νωρίτερα. Το
ενδιαφέρον για αυτό το piρόβληµα οφείλεται, µεταξύ των άλλων, στο γεγονός ότι κάθε συµpiαγής τελεστής
έχει αναλλοίωτο υpiόχωρο [18]. Εpiοµένως, ένας χώρος Banach µε την ιδιότητα ότι κάθε γραµµικός
και ϕραγµένος τελεστή είναι piολλαpiλάσιο του ταυτοτικού συν ένα συµpiαγή τελεστή, έχει την ιδιότητα
ότι κάθε ϕραγµένος τελεστής έχει αναλλοίωτο υpiόχωρο. Εpiιpiλέον, µε ϐάση τα piαραpiάνω ένας τέτοιος
χώρος είναι αδιάσpiαστος καθώς είναι γνωστό ότι κάθε συµpiαγής τελεστής είναι αυστηρά ιδιάζων.
Το 2011 οι Σ. Αργυρός και R. Haydon ([10]) αpiάντησαν καταφατικά στο ‘‘scalar plus compact’’ piρό-
ϐληµα δηµιουργώντας έναν καθολικά αδιάσpiαστο χώρο BanachXAH µε την ιδιότητα ότι κάθε γραµµικός
και ϕραγµένος τελεστής είναι piολλαpiλάσιο του ταυτοτικού συν ένα συµpiαγή τελεστή ([10]). Η µέθοδος
piου χρησιµοpiοίησαν αpiοτελεί µία γενικευµένη piαραλλαγή της µέθοδου κατασκευής L∞ χώρων Banach
των J. Bourgain-B. Delbaen [23] µε χρήση σύγχρονων τεχνικών ορισµού νόρµας τύpiου Tsirelson([16]).
Οι χώροι των Bourgain-Delbaen ([23]) είναι piαραδείγµατα διαχωρίσιµων L∞ χώρων piου δεν piεριέ-
χουν ισοµορφικά τον c0. Είναι γνωστό ([37]) ότι κάθε διαχωρίσιµος L∞ χώρος Banach piου δεν piεριέχει
ισοµορφικά τον `1 έχει συζυγή ισόµορφο µε τον `1. Στα κεφάλαια piου ακολουθούν piαρουσιάζονται
κατασκευές L∞ χώρων µε εpiιpiρόσθετες ιδιότητες. Πιο συγκεριµένα, το piρώτο µέρος της διδακτορικής
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διατριβής αφιερώνεται στην αpiόδειξη του ακόλουθου αpiοτελέσµατος piου αpiοδεικνύεται στην εργασία
[29].
Θεώρηµα 0.1. Για κάθε 1 < r <∞ υpiάρχει διαχωρίσιµος L∞ χώρος Xr piου είναι `r κορεσµένος.
Ο R. Haydon ([34]) αpiέδειξε ότι οι Bourgain-Delbaen χώροι ([23]) είναι `r κορεσµένοι για κάpiοιο
1 < r < ∞. Η µέθοδος κατασκευής piου ακολουθούµε για να αpiοδείξουµε το Θεώρηµα 0.1 συνδυάζει
µε κατάλληλο τρόpiο την Bourgain-Delbaen µέθοδο µε τις εναλλακτικές τεχνικές ορισµού νόρµας τύpiου
Tsirelson([3], [16]) και έχει σαν αpiοτέλεσµα µία λιγότερη ¨τεχνική¨ αpiόδειξη αpiό την αντίστοιχη στο [34].
Το δεύτερο µέρος της διατριβής αφορά χώρους Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή οι οpiοίοι εµφυτεύ-
ονται σε L∞ χώρους µε piολύ λίγους τελεστές. Το piεριεχόµενο του δεύτερου µέρους σχετίζεται µε δύο
ερευνητικές εργασίες, η piρώτη εκ των οpiοίων είναι δηµοσιευµένη ([6]) ενώ η δεύτερη είναι υpiο piρο-
ετοιµασία ([7]). Ακριβέστερα, οι D. Freeman, E. Odell, Th. Schlumprecht ([27]) τροpiοpiοιώντας µε
διαφορετικό τρόpiο τη µέθοδο των Bourgain-Delbaen αpiέδειξαν ότι αν X είναι ένας χώρος Banach µε
διαχωρίσιµο συζυγή, τότε ο X εµφυτεύεται σε έναν L∞ χώρο Banach µε συρρικνούσα ϐάση και συζυγή
ισόµορφο µε τον `1. Συνδυάζοντας µία κατάλληλη τροpiοpiοίηση της µεθόδου στο [27] µε τη µέθοδο των
Argyros-Haydon piροκύpiτει το ακόλουθο αpiοτέλεσµα piου αpiοδεικνύεται στο Κεφάλαιο 2.
Θεώρηµα 0.2. ΄ΕστωX διαχωρίσιµος χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγήX∗. Τότε οX εµφυτεύεται σε
έναν L∞ χώρο Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή, piου συµβολίζουµε µε L∞X,hi, και ικανοpiοιεί τις ακόλουθες
ιδιότητες :
1. Ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος και έχει την scalar-plus-compact ιδιότητα.
2. Αν ο `1 δεν piεριέχεται συµpiληρωµατικά στονX∗ τότε ο L∞X,hi έχει την scalar-plus-compact ιδιότητα.
Σηµειώνουµε ότι αυτό piεριλαµβάνει και την piερίpiτωση piου ο `1 δεν piεριέχεται ισοµορφικά στον
συζυγή X∗.
Το piαραpiάνω ϑεώρηµα στην ειδική piερίpiτωση piου ο X είναι διαχωρίσιµος οµοιόµορφα κυρτός είναι
το κεντρικό αpiοτέλεσµα της ερευνητικής εργασίας ([6]) και δείχνει ότι η δοµή του υpiοχώρου σε έναν χώρο
Banach µε την ‘‘scalar plus compact’’ ιδιότητα µpiορεί να είναι αρκετά piλούσια ακόµα και να piεριέχει
unconditional ϐασικές ακολουθίες, γεγονός piου δεν είναι εφικτό στην piερίpiτωση του [10], καθώς ο χώρος
piου κατασκευάζεται είναι καθολικά αδιάσpiαστος. Για piαράδειγµα, αpiό το Θεώρηµα 0.2 piροκύpiτει ότι
υpiάρχει L∞ χώρος µε την scalar-plus-compact ιδιότητα piου piεριέχει τον χώρο Hilbert `2(N).
Μία ακόµη συνέpiεια του piαραpiάνω αpiοτελέσµατος είναι ότι κάθε διαχωρίσιµος οµοιόµορφα κυρτός
χώρος Banach εµφυτεύεται σε έναν αδιάσpiαστο χώρο Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή. Αναφορικά
µε το τελευταίο υpiενθυµίζουµε ότι στο [15] οι Σ. Αργυρός και Θ. Ραικόφτσαλης αpiέδειξαν ότι κάθε
διαχωρίσιµος αυτοpiαθής χώρος Banach εµφυτεύεται σε ένα διαχωρίσιµο αυτοpiαθή και αδιάσpiαστο
χώρο. Τέλος, σηµειώνουµε ότι piαραµένει ανοικτό αν κάθε διαχωρίσιµος χώρος Banach piου δεν piεριέχει
τον c0 εµφυτεύεται σε έναν L∞ χώρο µε την scalar-plus-compact ιδιότητα.
Στο Κεφάλαιο 3 αναpiτύσσουµε τα αpiοτελέσµατα της τέταρης εργασίας ([46]) piου piρόσφατα υpiοβλήθη-
κε για δηµοσίευση. Σε αυτή την εργασία piαρουσιάζεται µία µέθοδος δηµιουργίας ευθέων αθροισµάτων
µε εξωτερική νόρµα piου piροέρχεται αpiό την µέθοδο των Bourgain-Delbaen ([23]). Πιο συγκεκριµέ-
να, δοσµένης µιας ακολουθίας διαχωρίσιµων χώρων Banach, (Xn)n, ορίζουµε το L∞ ευθύ άθροισµα,
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(
∑
n⊕Xn)BD και τροpiοpiοιώντας κατάλληλα τη µέθοδο στο [23] piαρουσιάζουµε τη µέθοδο κατασκευής
τους.
Αναφέρουµε ότι στο [5] οι Σ. Αργυρός και Β. Φελουζής όρισαν τα Schauder αθροίσµατα µίας ακολου-
ϑίας διαχωρίσιµων χώρων Banach (
∑
n∈N⊕Xn)GM όpiου η εξωτερική νόρµα piροέρχεται αpiό τη µέθοδο
κατασκευής των Gowers- Maurey [33]. Εpiίσης, στο[14] οι Σ. Αργυρός και Θ. Ραικόφτσαλης µελέτησαν
piεραιτέρω τους χώρους Xp = (
∑
n∈N⊕`p)GM για 1 ≤ p <∞, X0 = (
∑
n∈N⊕c0)GM καθώς και τον χώρο
των ϕραγµένων, γραµµικών τελεστών τους. Ειδικότερα, στην ίδια εργασία αpiοδεικνύεται ότι αν X = Xp
ή X0 ο χώρος Xn = (
∑n
i=1⊕X)∞ έχει τουλάχιστον n + 1, µη ισόµορφους ανά δύο συµpiληρωµατικούς
υpiοχώρους και τίθεται σαν ανοικτό piρόβληµα το ερώτηµα αν είναι ακριβώς n+1. Παρά το γεγονός ότι δε
δίνουµε καταφατική αpiάντηση σε αυτό το ερώτηµα, ακολουθώντας τα γενικό ϐήµατα της εργασίας [10]
piαρουσιάζουµε µία µέθοδο κατασκευής για κάθε n ∈ N χώρων Banach piου έχουν ακριβώς n + 1,µη
ισόµορφους ανά δύο, συµpiληρωµατικούς υpiοχώρους.
Πιο συγκεκριµένα, εξειδικεύουµε τη µέθοδο κατασκευής των ευθέων αθροισµάτων (
∑
n⊕Xn)BD
στην piερίpiτωση piου η εξωτερική Bourgain-Delbaen νόρµα piροέρχεται αpiό την piαραλλαγή των Argyros-
Haydon ([10]) και µελετάµε τις ειδικές piεριpiτωσεις Zp = (
∑
n⊕`p)AH , για 1 < p < ∞. Σαν εφαρµογή
έχουµε το ακόλουθο αpiοτέλεσµα :
Θεώρηµα 0.3. Για κάθε 1 ≤ p < ∞ και n ∈ N ο χώρος Znp = (
∑n
i=1⊕Zp)∞ έχει ακριβώς n + 1 , µη
ισόµορφους ανά δύο, συµpiληρωµατικούς υpiοχώρους.
Ανάλογα αpiοτελέσµατα χώρων Banach µε ακριβώς n- συµpiληρωµατικούς υpiόχωρους έχουν piροηγη-
ϑεί στο piαρελθόν µε τη χρήση διαφορετικών τεχνικών. Για την ακρίβεια, ο P. Wojtasczszyk στο [44] και οι
P. Wojtasczszyk, I.S. Edelstein στο [25] αpiέδειξαν ότι κάθε συµpiληρωµατικός υpiόχωρος του
∑n
i=1⊕`pi
είναι της µορφής
∑r
k=1⊕`pik και άρα για κάθε n ∈ N ο διαχωρίσιµος χώρος
∑n
i=1⊕`pi έχει ακριβώς
2n−1 συµpiληρωµατικούς υpiοχώρους. Εpiίσης, όpiως εpiισηµαίνεται στο [26], οι W.T. Gowers, B. Maurey
στο [32] κατασκεύασαν για κάθε n ∈ N έναν χώρο Banach Xn piου έχει ακριβώς n, µη ισόµορφους ανά
δύο, συµpiληρωµατικούς υpiοχώρους ενώ για την αpiόδειξη αυτού χρησιµοpiοίησαν αpiοτελέσµατα αpiό
K-theory. Ο δικός µας τρόpiος piροσέγγισης στηρίζεται σε εpiιχειρήµατα και τεχνικές piου αναpiτύχθηκαν
στις εργασίες [10] και [14].
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Εισαγωγικές έννοιες
Σε αυτήν την ενότητα ϑα υpiενθυµίσουµε κάpiοιες ϐασικές έννοιες και αpiοτελέσµατα piου ϑα ϑεωρούµε
γνωστά για τη συνέχεια. Ξεκινάµε δίνοντας τον ορισµό των διαχωρίσιµων L∞ χώρων Banach.
Ορισµός 0.4. ΄Ενας διαχωρίσιµος χώρος Banach X λέγεται L∞ αν υpiάρχει µία αύξουσα ακολουθία
υpiοχώρων του, (Xn)n, piεpiερασµένης διάστασης ώστε η ένωσή τους ∪nXn είναι piυκνή στον X και ο Xn
είναι C-ισόµορφος µε τον `∞(dimXn) για κάθε n ∈ N.
Υpiενθυµίζουµε ότι δύο χώροι Banach X,Y λέγονται C-ισόµορφοι αν υpiάρχει ισοµορφισµός T :
X → Y piου ικανοpiοιεί τη σχέση ‖T‖‖T−1‖ ≤ C.
Συνεχίζουµε µε το ακόλουθο κριτήριο piου αpiοδεικνύεται στο [16] και έχει χρησιµοpiοιηθεί σε piολλές
κατασκευές καθολικά αδιάσpiαστων χώρων ([10],[7],[46]).
Λήµµα 0.5. ΄Εστω X χώρος Banach. Τα εpiόµενα είναι ισοδύναµα:
1. Ο χώρος X καθολικά αδιάσpiαστος.
2. Για κάθε Y , Z αpiειροδιάστατους και κλειστούς υpiοχώρους του X ισχύει ότι dist(SY , SZ) = 0.
3. Για κάθε Y , Z αpiειροδιάστατους και κλειστούς υpiοχώρους του X και για κάθε ε > 0 υpiάρχουν
στοιχεία y ∈ Y , z ∈ Z έτσι ώστε ‖y − z‖ < ε‖y + z‖.
Οι χώροι piου ϑα κατασκευαστούν στις εpiόµενες ενότητες έχουν Schauder διάσpiαση piου ορίζεται ως
ακολούθως :
΄Εστω X χώρος Banach και (Xn)∞n=1 µία ακολουθία αpiειροδιάστατων υpiοχώρων του X. Η (Xn)n
λέγεται Schauder διάσpiαση του X και συµβολίζεται ως X =
∑∞
n=1⊕Xn, αν για κάθε στοιχείο x του X
υpiάρχουν µοναδικά xn ∈ Xn ώστε x =
∑∞
n=1 xn. Στην ειδική piερίpiτωση piου dimXn < ∞ για κάθε
n = 1, 2, . . ., η Schauder διάσpiαση του X, (Xn)n, λέγεται FDD για τον X ενώ αν dimXn = 1 για κάθε
n = 1, 2, . . . τότε η (Xn)n λέγεται Schauder ϐάση του X.
Μία ακολουθία (zn)n στον X λέγεται Schauder ϐασική αν είναι Schauder ϐάση για τον υpiόχωρο
〈zn : n ∈ N〉. Εpiιpiλέον, λέγεται unconditional αν οpiοτεδήpiοτε η σειρά
∑
n anzn συγκλίνει για κάpiοια
ακολουθία (an)n piραγµατικών αριθµών συνεpiάγεται ότι η σειρά
∑
n εnanzn συγκλίνει για κάθε εpiιλογή
piροσήµων εn ∈ {±1}.
Είναι γνωστό ότι κάθε χώρο Banach µε unconditional Schauder ϐάση δεν είναι αδιάσpiαστος. Για την
ακρίβεια, η δοµή ενός τέτοιου χώρου είναι αρκετά διαφορετική αpiό τη δοµή ενός καθολικά αδιάσpiαστου
χώρου όpiως ϕαίνεται και αpiό την ακόλουθη ειδική piερίpiτωση της διχοτοµίας του Gowers ([31]):
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Θεώρηµα 0.6. ΄Ενας χώρος Banach piεριέχει είτε unconditional Schauder ϐασική ακολουθία ή καθολικά
αδιάσpiαστο υpiόχωρο.
Αpiό [40] έχουµε ότι η (Xn)∞n=1 είναι Schauder διάσpiαση του X αν και µόνο αν υpiάρχει σταθερά
C > 0 και piροβολές P[1,n] : X → X ώστε ‖P[1,n]‖ ≤ C για κάθε n = 1, 2, . . ., P[1,n]◦P[1,m] = P[1,min{n,m}]
για κάθε n,m και X = ∪nP[1,n](X). Σε αυτή τη piερίpiτωση λέµε ότι η Schauder διάσpiαση του X,
(Xn)
∞
n=1, έχει σταθερά C. Εpiίσης, η Schauder διάσpiαση (Xn)∞n=1 του X λέγεται συρρίκνουσα αν
X∗ = ∪∞n=1P ∗[1,n](X∗) όpiου P ∗[1,n] : X∗ → X∗ οι συζυγείς piροβολές στον X∗.
Συµβολίζουµε µε c00(⊕∞n=1Xn) το σύνολο piου αpiοτελείται αpiό τα στοιχεία x ∈ ⊕nXn µε την ιδιότητα
ότι αν x =
∑
n xn τότε το σύνολο suppx = {n : xn 6= 0} είναι piεpiερασµένο. Το µικρότερο διάστηµα
piου piεριέχει το suppx λέγεται range και συµβολίζεται ως ranx. Αν Xn = R για κάθε n = 1, 2, . . .,
c00(N) = c00(⊕∞n=1Xn).
Μία ακολουθία (xk)k σε ένα χώρο X µε Schauder διάσpiαση (Xn)n λέγεται οριζόντια block(ως piρος
την (Xn)n) αν υpiάρχουν p1 < q1 < . . . < pk < qk < pk+1 < . . . ϕυσικοί αριθµοί ώστε suppxk ⊂
(pk, qk]. Στην piερίpiτωση piου η Schauder διάσpiαση είναι FDD η (xk)k λέγεται αpiλώς block. Η (xk)k
λέγεται νορµαρισµένη αν ‖xk‖ = 1 για κάθε k και ηµινορµαρισµένη αν ‖xk‖ ≥ 12 για κάθε k. Εύκολα
αpiοδεικνύεται το ακόλουθο κριτήριο.
Λήµµα 0.7. Η Schauder διάσpiαση (Xn)∞n=1 σε ένα χώρο Banach X είναι συρρίκνουσα αν και µόνο αν
κάθε ηµινορµαρισµένη (οριζόντια) block ακολουθία είναι ασθενώς µηδενική.
Κεφάλαιο 1
L∞ χώροι `r κορεσµένοι
1.1 Εισαγωγή
Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα piαρουσιάσουµε τα αpiοτελέσµατα της εργασίας More `r Saturated L∞ spa-
ces([29]) piου piραγµατοpiοιήθηκε σε συνεργασία µε τους Ι. Γάσpiαρη και Μ. Παpiαδιαµάντη. Στόχος του
κεφαλαίου είναι να piαρουσιαστεί µία µέθοδος κατασκευής, για 1 < r <∞, L∞ χώρων piου εpiιpiλέον είναι
`r κορεσµένοι. Ο τρόpiος piροσέγγισης στηρίζεται, όpiως στο [10], στο συνδυασµό της Bourgain-Delbaen
µεθόδου κατασκευής εξωτικών L∞ χώρων([23]), µε νόρµες τύpiου Tsirelson piου είναι ισοδύναµες µε κά-
piοια `r νόρµα (όpiως [3], [16], [19]). Υpiενθυµίζουµε ότι στο [34], οι κλασσικοί Bourgain-Delbaen χώροι
Xa,b µε a < 1, b < 12 και a+ b > 1 αpiοδείχθηκε ότι είναι `p κορεσµένοι για p piου piροσδιορίζεται αpiό τη
συνθήκες 1p +
1
q = 1 και a
q + bq = 1.
Το κεφάλαιο χωρίζεται στις ακόλουθες ϑεµατικές ενότητες. Στη δεύτερη, δοθέντος ενός r ∈ (1,∞),
κατασκευάζουµε ένα χώρο Banach Xr. Για αυτό, εpiιλέγουµε piρώτα ένα ϕυσικό αριθµό n ∈ N, n > 1
και µία piεpiερασµένη ακολουθία b = (b1, b2, . . . , bn) ϑετικών piραγµατικών µε b1 < 1, b2, b3, . . . , bn < 12
ώστε
∑n
i=1 b
r′
i = 1 και 1r +
1
r′ = 1. Ο ορισµός του Xr συνδυάζει τη µέθοδο των Bourgain-Delbaen µε
τον χώρο τύpiου Tsirelson T (An, b) piου, όpiως ϑα αpiοδειχθεί στη συνέχεια, είναι ισόµορφος µε τον `r.
Ειδικότερα, δείχνουµε ότι αν b1 = b2 = . . . = bn = θ, ο χώρος T (An, b) ταυτίζεται µε τον T (An, θ), ο
οpiοίος είναι γνωστό ότι είναι ισόµορφος µε τον `p για κάpiοιο p ∈ (1,∞) (δες [16]). Αξίζει να σηµειωθεί
ότι για n = 2 οι χώροι Xr ουσιαστικά ταυτίζονται µε τους κλασσικούς χώρους Bourgain-Delbaen Xa,b.
Εpiοµένως, αυτή η κατασκευή των L∞ `r κορεσµένων χώρων, µpiορεί να ϑεωρηθεί µία γενίκευση της
µεθόδου των Bourgain-Delbaen. Τονίζουµε ότι για n = 2, η αpiόδειξη ότι ο Xr είναι `r κορεσµένος,
διαφέρει αpiό την αντίστοιχη του R. Haydon ([34]) για τον Xa,b.
Πιο συγκεκριµένα, ο Xr έχει µία ϕυσιολογική FDD (Mk). ∆οθέντος µίας νορµαρισµένης skipped
block ϐάσης (uk) της (Mk) µε τα support των uk να αpiέχουν αρκετά, είναι σχετικά εύκολο να αpiο-
δειχθεί ότι η (uk)k κυριαρχεί την (ek)k, piου είναι συνήθη ϐάση του T (An, b). Το ίδιο συµβαίνει για
κάθε νορµαρισµένη block της (uk)k. Για να κατασκευάσουµε µία νορµαρισµένη block ϐάση της (uk)k
(ek)k, εpiιλέγουµε µία ακολουθία I1 < I2 < . . . αpiό successive piεpiερασµένα υpiοσύνολο του N ώστε
limk ‖
∑
i∈Ik ui‖ =∞. Αυτή η εpiιλογή είναι εφικτή καθώς η (ek)k κυριαρχείται αpiό την (uk)k. Θέτουµε
vk = ‖
∑
i∈Ik ui‖−1
∑
i∈Ik ui και δείχνουµε ότι κάθε υpiακολουθία της (vk)k κυριαρχείται αpiό την (ek)k.
Για να εpiιτευχθεί κάτι τέτοιο, εισάγουµε σε αυτή τη κατασκευή τη µέθοδο ανάλυσης στοιχείων µίας piε-
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piερασµένης block της (ek)k ως piρος ένα συναρτησιακό piου ανήκει στο norming σύνολο του T (An, b)
(δες [20]). Το υpiόλοιpiο της ενότητας piεριλαµβάνει την αpiόδειξη της κεντρικής ιδιότητας του Xr , δηλαδή
ότι είναι `r κορεσµένος.
Στην Ενότητα 3, ορίζουµε τη δενδροειδή ανάλυσητ ων συναρτησιακών {e∗γ : γ ∈ Γ} piου είναι 1-
norming υpiοσύνολο της µοναδιαία µpiάλας X∗r. Η δενδροειδής ανάλυση είναι piαρόµοια µε αυτήν piου
συναντάται στου χώρους τύpiου Tsirelson και mixed Tsirelson [16]. Στις εpiόµενες ενότητες αpiοδεικνύ-
ουµε τις άνω και κάτω εκτιµήσεις block ακολουθιών του χώρου Xr.
Στην τελευταία ενότητα δείχνουµε ότι για κάθε block (ως piρος την (Mk)k) υpiάρχει piεραιτέρω νορµα-
ϱισµένη block (xk)k ώστε κάθε νορµαρισµένη block της (xk)k είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη ϐάση του
T (An, b). Το Ϲητούµενο έpiεται αpiό το ϑεώρηµα του Zippin [45].
1.1.1 Εισαγωγικές έννοιες
Σε αυτή την ενότητα ϑα ορίσουµε τον χώρο Xr συνδυάζοντας την Bourgain-Delbaen µέθοδο κατασκευής
[23] µε κατασκευές τύpiου Tsirelson [3], [16].
Πρίν piροχωρήσουµε, ϑα υpiενθυµίσουµε κάpiοιους ορισµούς και συµβολισµούς αpiό το [10]. ΄Εστω
n ∈ N και 0 < b1, b2, ..., bn < 1 µε
∑n
i=1 bi > 1 και υpiοθέτουµε ότι υpiάρχει r′ ∈ (1,∞) ώστε
∑n
i=1 bi
r′ =
1. Μpiορούµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, να υpiοθέσουµε ότι b1 > b2 > . . . > bn. ΟρίζουµεW [(An, b)]
ως το µικρότερο υpiοσύνολο W του c00(N) µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
1. ±e∗k ∈W για κάθε k ∈ N,
2. οpiοτεδήpiοτε fi ∈ W και maxsupp fi < minsupp fi+1 για κάθε i, έχουµε ότι
∑
i≤a bifi ∈ W για
κάθε a ≤ n.
Λέµε ότι ένα στοιχέιο f τουW [(An, b)] είναι τύpiου 0 αν f = ±e∗k για κάpiοιο k και τύpiου Ι διαφορετικά.
΄Ενα στοιχείο τύpiου Ι λέµε ότι έχει ϐάρος ba για κάpiοιο a ≤ n αν f =
∑a
i=1 fi για κατάλληλη ακολουθία
(fi) successive στοιχείων του W [An, b].
Ι Tsirelson χώρος T (An, b) ορίζεται ως η piλήρωση του c00 ως piρος τη νόρµα
‖x‖ = sup{〈f, x〉 : f ∈W [An, b]}.
Η νόρµα αυτή ορίζεται εναλλακτικά ως η µικρότερη συνάρτηση x 7→ ‖x‖ piου ικανοpiοιεί το ακόλουθο:
‖x‖ = max
{
‖x‖∞, sup
n∑
i=1
bi‖Eix‖
}
,
όpiου το supremum ϑεωρείται piάνω σε όλες τις piεpiερασµένες ακολουθίες υpiοσυνόλων του N ώστε E1 <
E2 < · · · < En.
Τώρα piαρουσιάζουµε τα ϐασικά στοιχεία piου piλαισιώνουν την κατασκευή τύpiου Bourgain-Delbaen
piου ϑα χρησιµοpiοιήσουµε.
Η µέθοδος piου ακολουθεί µpiορεί να χαρακτηριστεί ως η δυική κατασκευή της κατασκευής piου piαρου-
σιάζεται στο [10]. Αυτός ο χαρακτηρισµός στηρίζεται στο γεγονός ότι στο [10] ο Bourgain-Delbaen χώρος
X ορίζεται ως ο piροσυζυγής του `1(Γ) για κάpiοιο αριθµήσιµο Γ, όpiου ϑεωρούµε τον `1(Γ) µε ϐάση
διαφορετική αpiό τη συνήθη.
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΄Εστω (Γq)q∈N µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία piεpiερασµένων συνόλων και συµβολίζουµε την ένωσή
τους µε Γ, Γ = ∪q∈NΓq.
Θέτουµε ∆0 = Γ0 και ∆q = Γq\Γq−1 για q = 1, 2, . . .
Υpiοθέτουµε ακόµη ότι για κάθε γ ∈ ∆q, q ≥ 1, έχουµε ορίσει ένα γραµµικό συναρτησιακό c∗γ :
`∞(Γq−1) → R. Στην συνέχεια, για n < m (n,m ∈ N) ορίζουµε µε εpiαγωγή, ένα γραµµικό τελεστή
in,m : `
∞(Γn)→ `∞(Γm) ως εξής :
Για m = n+ 1, ορίζουµε in,n+1 : `∞(Γn)→ `∞(Γn+1) µε τον κανόνα
(in,n+1(x))(γ) =
{
x(γ), αν γ ∈ Γn
c∗γ(x), αν γ ∈ ∆n+1
για κάθε x ∈ `∞(Γn).
Υpiοθέτοντας ότι οι in,m έχουν οριστεί, ϑέτουµε in,m+1 = im,m+1 ◦ in,m. Με ϐάση τον piαραpiάνω ορισµό,
για κάθε n < l < m ισχύει ότι in,m = il,m ◦ in,l. Τέλος, συµβολίζουµε µε in : `∞(Γn) → RΓ το όριο
in = limm→∞ in,m.
Υpiοθέτουµε ότι υpiάρχει σταθερά C > 0 τέτοια ώστε για κάθε n < m έχουµε ότι ‖in,m‖ ≤ C. Αυτό
συνεpiάγεται ότι ‖in‖ ≤ C και άρα ο τελεστής in : `∞(Γn) → `∞(Γ) είναι γραµµικός και ϕραγµένος.
Εpiιpiλέον, ϑέτοντας Xn = in[`∞(Γn)], έχουµε ότι Xn
C
≈ `∞(Γn) και η (Xn)n∈N είναι µία αύξουσα ακο-
λουθία υpiοχώρων του `∞(Γ). Τέλος, ϑέτουµε XBD =
⋃
n∈N
Xn ↪→ `∞(Γ) εφοδιασµένη µε την supremum
νόρµα. Εξ΄ ορισµού, ο XBD είναι L∞ χώρος.
Συµβολίζουµε µε rn : `∞(Γ) → `∞(Γn) τους ϕυσιολογικούς τελεστές piεριορισµού, δηλαδή rn(x) =
x|Γn . ΘΑ χρησιµοpiοιήσουµε τον ίδιο συµβολισµό rn : `∞(Γm)→ `∞(Γn) για τους τελεστές piεριορισµού
αpiό τον `∞(Γm) στον `∞(Γn) για n < m.
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 1.1.
( i) Συµβολίζουµε µε e∗γ τον piεριορισµό του µοναδιαίου διανύσµατος e∗γ ∈ `1(Γ) στον χώρο XBD.
( ii) Εpiεκτείνουµε το συναρτησιακό c∗γ : `∞(Γn) → R σε ένα συναρτησιακό c∗γ : XBD → R µε τον κανόνα
c∗γ(x) = (c∗γ ◦ rq−1)(x) για γ ∈ ∆q.
΄Οpiως στο [10] και στο [23], για λόγους piρακτικότητας εpiιλέγουµε να εργαστούµε µε µία FDD του
XBD (αντί µε µία Schauder ϐάση).
Για κάθε q ∈ N ϑέτουµε Mq = iq[`∞(∆q)].
Στην ακόλουθη piρόταση αpiοδεικνύεται ότι η (Mq)q∈N είναι piράγµατι FDD για τον XBD.
Πρόταση 1.1. Η ακολουθία (Mq)q∈N είναι FDD για τον XBD.
Αpiόδειξη. Για q ≥ 0 ορίζουµε αpiεικονίσεις P{q} : XBD →Mq ως
P{q}(x) = iq(rq(x))− iq−1(rq−1(x))
Είναι εύκολα εξέγξιµο ότι ο τελεστής P{q} είναι piροβολή εpiί τουMq και µάλιστα για κάθε q1 6= q2 και
x ∈Mq2 έχουµε ότι P{q1}(x) = 0. Εpiίσης, ‖Pq‖ ≤ 2C. Με piαρόµοιο τρόpiο ορίζονται piροβολές piάνω σε
διαστήµατα I = (p, q] ώστε PI(x) =
∑q
i=p+1 P{i}(x) µε τον κανόνα
PI(x) = iq(rq(x))− ip(rp(x))
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Σηµειώνουµε ότι ‖PI‖ ≤ 2C. Αυτό συνεpiάγεται ότι η (Mq)q είναι FDD piου piαράγει τον XBD.
Για x ∈ XBD συµβολίζουµε µε suppx το σύνολο suppx = {q : P{q}(x) 6= 0} και µε ranx το µικρότερο
διάστηµα του N piου piεριέχει το suppx.
Ορισµός 1.2. Μία block ακολουθία (xi)∞i=1 στονXBD λέγεται skipped (ως piρος την (Mq)q∈N), αν υpiάρχει
υpiακολουθία (qi)∞i=1 του N ώστε maxsuppxi < qi < minsuppxi+1, για κάθε i ∈ N.
Για τη συνέχεια ξεκαθαρίζουµε ότι οpiοτεδήpiοτε αναφερόµαστε σε skipped block ακολουθία εννοούµε
ότι είναι skipped block ως piρος την (Mq)q∈N.
΄Εστω q ≥ 0. Για κάθε γ ∈ ∆q ϑέτουµε d∗γ = eγ ◦ P{q}. Τότε η οικογένεια (d∗γ)γ∈Γ αpiοτελείται αpiό τα
διορθογώνια συναρτησιακά της FDD (Mq)q≥0. Εpiιpiλέον, piαρατηρούµε ότι για γ ∈ ∆q,
d∗γ(x) = Pq(x)(γ) = iq(rq(x))(γ)− iq−1(rq−1(x))(γ) =
= rq(x)(γ)− c∗γ(rq−1(x)) = x(γ)− c∗γ(x) =
= e∗γ(x)− c∗γ(x).
Οι ακολουθίες (∆q)q∈N και (c∗γ)γ∈Γ ορίζονται µε piαρόµοιο τρόpiο όpiως στο [10], (Ενότητα 4, Θεώρηµα
3.5).
Ακολουθεί ένας ακόµη χρήσιµος συµβολισµός. Για εpiιλεγµένα n ∈ N και b = (b1, b2, . . . , bn) µε 0 <
b1, b2, . . . , bn < 1, κάθε γ ∈ ∆q ϑα χαρακτηρίζεται αpiό τους ακόλουθους δείκτεσ:
(α) rank γ = q,
(ϐ) ηλικία του γ piου συµβολίζουµε µε a(γ) = a έτσι ώστε 2 ≤ a ≤ n,
(γ) το ϐάρος του γ piου συµβολίζουµε µε w(γ) = ba.
Για να piροχωρήσουµε στην κατασκευή, Θα piρέpiει piρώτα να εpiιλέξουµε ένα ϕυσικό αριθµό n και µία
ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών piραγµατικών αριθµών b1, . . . , bn ώστε b1 < 1, bi < 12 , για κάθε i = 2, . . . , n
και
∑n
i=1 bi > 1. ΄Εστω r ∈ (1,∞) ώστε
∑n
i=1 b
r′
i = 1 και 1r +
1
r′ = 1. Τώρα ϑα ορίσουµε το χώρο Xr µε
χρήση της Bourgain-Delbaen κατασκευής piου piεριγράφηκε piροηγουµένως.
Θέτουµε ∆0 = ∅, ∆1 = {0} και εpiαγωγικά ορίζουµε για κάθε q > 1 το σύνολο ∆q.
Υpiοθέτουµε ότι τα σύνολο ∆p έχουν οριστεί για κάθε p ≤ q. Θέτουµε
∆q+1 =
{
(q + 1, a, p, η, εe∗ξ) : 2 ≤ a ≤ n, p ≤ q, ε = ±1, e∗ξ ∈ S`1(Γq), ξ ∈ Γq \ Γp,
η ∈ Γp, ba−1 = w(η)
}
Για γ ∈ ∆q+1 είναι άµεσο ότι µε ϐάση τα piροηγούµενα ότι η piρώτη συντεταγµένη είναι η τάξη rank(γ)
του γ, ενώ η δεύτερη είναι η ηλικία a(γ) του γ. Τα συναρτησιακά (c∗γ)γ∈∆q+1 ορίζονται µε µοναδικό
τρόpiο για γ ∈ ∆q+1. Για την ακρίβεια, έστω x ∈ `∞(Γq).
(i) Για γ = (q + 1, 2, p, η, εe∗ξ) ϑέτουµε
c∗γ(x) = b1x(η) + b2εe
∗
ξ
(
x− ip,q(rp(x))
)
.
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(ii) Για γ = (q + 1, a, p, η, εe∗ξ) µε a > 2 ϑέτουµε
c∗γ(x) = x(η) + baεe
∗
ξ
(
x− ip,q(rp(x))
)
.
Τώρα piια µpiορούµε να ορίσουµε τις ακολουθίες (iq), (Γq), (Xq) όpiως piριν και ϑέτουµε Xr =
⋃
q∈N
Xq.
Θα δείξουµε ότι η (iq) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη αpiό µία σταθερά C > 0 και άρα ο χώρος Xr είναι
ένας υpiόχωρος του `∞(Γ). Η σταθερά C piροσδιορίζεται όpiως στο [10] Θεώρηµα 3.4 και piροκύpiτει ότι
C = 11−2b2 . Εpiοµένως, για κάθε m ∈ N, ‖im‖ ≤ C. Αυτό συνεpiάγεται ότι ‖PI‖ ≤ 2C για κάθε I
διάστηµα του N.
Παρατήρηση 1.1. Στην piερίpiτωση piου n = 2, δηλαδή b = (b1, b2), ο χώρος Xr στην ουσία ταυτίζεται µε
τον Bourgain-Delbaen χώρο Xb1,b2 , καθώς κάθε γ ∈ Γ είναι ηλικίας 2.
Παρατήρηση 1.2. ΄Οpiως ϑα αpiοδειχθεί στην Πρόταση 1.15, η εpiιλογή του r, piου εξαρτάται αpiό τα
εpiιλεγµένα n και b, έχει σαν αpiοτέλεσµα ότι T (An, b) ∼= `r. Εpiίσης, τα ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας
των χώρων τύpiου Tsirelson piου ϑα χρησιµοpiοιηθούν είναι piαρόµοια µε τα αντίστοιχα στο [10]. Η ϐασική
διαφορά είναι ότι στη δική µας piερίpiτωση ϑα χρειαστεί µία µόνο οικογένεια T (An, b) για κάpiοια κατάλληλα
n και b.
1.2 Η ανάλυση των συναρτησιακών (e∗γ)γ∈Γ
Σε αυτή την ενότητα αρχικά ϑα ορίσουµε την ανάλυση των συναρτησιακών e∗γ όpiως piαρουσιάστηκε στο
[10] (Ενότητα 4). Η µόνη διαφορά στη δική µας piερίpiτωση είναι ότι τα συναρτησιακά e∗γ έχουν ϐάρος
piου εξάρτάται αpiό την ηλικία τους η οpiοία είναι µεγαλύτερη ή ίση του 2.
1.2.1 Η εκτιµήτρια ανάλυση των συναρτησιακών e∗γ
Για q ∈ N κάθε στοιχείο γ ∈ ∆q+1 δέχεται µία µοναδική ανάλυση piου ορίζεται ως εξήσ:
΄Εστω a(γ) = a ≤ n. Με χρήση εpiαγωγής ϐρίσκουµε µία ακολουθία {pi, qi, εie∗ξi}ai=1 ∪ {ηi}ai=2 µε τις
ακόλουθες ιδιότητες.
(i) p1 < q1 < · · · < pa < qa = q.
(ii) εi = ±1, rank ξi ∈ (pi, qi] για 1 ≤ i ≤ a και rank ηi = qi + 1 για κάθε 2 ≤ i ≤ a.
(iii) ηa = γ, ηi = (rank ηi, i, pi, ηi−1, εie∗ξi) για κάθε i > 2
η2 = (rank η2, 2, p2, ε1ξ1, ε2e
∗
ξ2
) και (p1, q1] = (1, rank ξ1].
Ορισµός 1.3. ΄Εστω q ∈ N και γ ∈ Γq. Τότε η ακολουθία {pi, qi, εie∗ξi}ai=1 ∪ {ηi}ai=2 piου ικανοpiοιεί τις
piαραpiάνω ιδιότητες λέγεται ανάλυση του γ.
Εpiιpiρόσθετα, ακολουθώντας piαρόµοια εpiιχειρήµατα µε το [10] (Πρόταση 4.6) δείχνουµε ότι,
e∗γ =
a∑
i=2
d∗ηi +
a∑
i=1
biεie
∗
ξi
◦ P(pi,qi] =
a∑
i=2
e∗ηi ◦ P{qi+1} +
a∑
i=1
biεie
∗
ξi
◦ P(pi,qi].
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Η ανάλυση του γ piου δίνεται στη piαραpiάνω µορφή λέγεται εκτιµήτρια ανάλυση του γ. Θέτουµε
gγ =
a∑
i=2
d∗ηi και fγ =
a∑
i=1
biεie
∗
ξi
◦ P(pi,qi].
1.2.2 Η r - ανάλυση των συναρτησιακών e∗γ
΄Εστω r ∈ N και γ ∈ ∆q+1 µε ηλικία a(γ) = a ≤ n και άνάλυση {pi, qi, εie∗ξi}ai=1
⋃{ηi}ai=2 η ανάλυση
του γ. Η r-ανάλυση του e∗γ ορίζεται ως εξής :
(α) Αν r ≤ p1, τότε η r-ανάλυση του e∗γ ταυτίζεται µε την ανάλυση του e∗γ .
(ϐ) Αν r ≥ qa, η r-ανάλυση του e∗γ δεν ορίζεται και τότε λέµε ότι το e∗γ είναι r-αδιάσpiαστο.
(γ) Αν p1 < r < qa, ορίζουµε ir = min{i : r < qi}. Σηµειώνουµε ότι αυτό είναι καλά ορισµένο και η
r-ανάλυση του e∗γ είναι η τριpiλέτα
{(pi, qi]}i≥ir , {εiξi}i≥ir , {ηi}i≥max{2,ir}.
όpiου pir είναι είτε το ίδιο ή r στην piερίpiτωση piου r > pir .
Στη συνέχεια ϑα εισάγουµε την έννοια της δενδροειδούς ανάλυσης του e∗γ piου είναι piαρόµοια µε αυτή
piου ορίζεται στα συναρτησιακά των Mixed Tsirelson χώρων (δες [16] Κεφάλαιο ΙΙ.1). ΄Οpiως ϑα ϕανεί στη
συνέχεια η ανάλυση και η r-ανάλυση του e∗γ αpiοτελούν το piρώτο εpiίpiεδο της δενδροειδούς ανάλυσης
του e∗γ piου piρόκειται να piαρουσιάσουµε.
Για τα εpiόµενα, συµβολίζουµε µε (T , ”  ”) ένα piεpiερασµένο, µερικά διατεταγµένο σύνολο piου
είναι δένδρο. Τα στοιχεία του είναι piεpiερασµένες ακολουθίες ϕυσικών αριθµών µε τη µερική διάταξη
t  s αν και µόνο αν t είναι αρχικό διάστηµα του s. Για κάθε t ∈ T , συµβολίζουµε µε St τους αµέσους
εpiόµενους του t ως piρος τη µερική διάταξη piου ορίστηκε piροηγουµένως.
Υpiοθέτουµε τώρα ότι (pt, qt]t∈T είναι ένα δένδρο αpiό διαστήµατα του N ώστε t  s αν και µόνο
αν (pt, qt] ⊃ (ps, qs] και t, s ασύµβατα αν και µόνο αν (pt, qt] ∩ (ps, qs] = ∅. Για µία τέτοια οικογένεια
(pt, qt]t∈T και t, s ασύµβατα γράφουµε t < s αν και µόνο αν (pt, qt] < (ps, qs] (δηλαδή qt < ps).
1.2.3 Η δενδροειδής ανάλυση των συναρτησιακών e∗γ
΄Εστω γ ∈ ∆q+1 µε a(γ) = a ≤ n. Μία οικογένεια της µορφής Fγ = {ξt, (pt, qt]}t∈T λέγεται δενδροειδής
ανάλυση του e∗γ αν ικανοpiοιούνται τα ακόλουθα :
1. Το T είναι piεpiερασµένο δέντρο µε µοναδική ϱίζα το ∅.
2. Θέτουµε ξ∅ = γ,(p∅, q∅] = (1, q] και έστω {pi, qi, εie∗ξi}ai=1
⋃{ηi}ai=2 η ανάλυση του ξ∅. Θέτουµε
S∅ = {(1), (2), . . . , (a)} και για κάθε s = (i) ∈ S∅, {ξs, (ps, qs]} = {ξi, (pi, qi]}.
3. Υpiοθέτουµε ότι για t ∈ T {ξt, (pt, qt]} έχει οριστεί. ΄Ενα αpiό τα εpiόµενα ισχύει :
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(αʹ) Αν το e∗ξt είναι pt-διασpiάσιµο, έστω
{(pi, qi]}i≥ipt , {εiξi}i≥ipt , {ηi}i≥max{2,ipt}
η pt-ανάλυση του e∗ξt . Θέτουµε St = {(tai) : i ≥ ipt} και
Sptt =
{
St, αν ηipt υpiάρχει
St{(taipt)}, διαφορετικά
Τότε, για κάθε s = (tai) ∈ St, ϑέτουµε {ξs, (ps, qs]} = {ξi, (pi, qi]} όpiου {εiξi, (pi, qi]} είναι
µέλος της pt-ανάλυσης του e∗ξt .
(ϐʹ) το e∗ξt είναι pt-αδιάσpiαστο και τότε λέµε ότι το ξt αpiοτελεί µεγιστικό κόµβο του Fγ .
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 1.2. Για τα εpiόµενα ϑα χρειαστεί το ακόλουθο :
Για κάθε t ∈ T , e∗ξt = ft + gt, όpiου ft =
∑
s∈St bsεse
∗
ξs
◦P(ps,qs], gt =
∑
s∈Sptt d
∗
ηs και για s = (t
ai) ∈ Sptt ,
η(tai) = (rank η(tai), i, p(tai), η(tai−1), ε(tai)e∗ξ
(tai)
).
Για το υpiόλοιpiο του κεφαλαίου, ft = fξt και gt = gξt .
Λήµµα 1.4. ΄Εστω x ∈ Xr και γ ∈ Γ. Τότε,
e∗γ(x) =
∏
∅stx
(εsbs)(ftx + gtx)(x),
όpiου tx = max{t : ranx ⊆ (pt, qt]}.
Αpiόδειξη. ΄Εστω Fγ = {ξt, (pt, qt]}t∈T η δενδροειδής ανάλυση του γ.
Αν {t : ranx ⊆ (pt, qt]} = ∅, τότε e∗γ(x) = f∅(x) + g∅(x) και η ισότητα ισχύει.
Αν {t : ranx ⊆ (pt, qt]} 6= ∅, µpiορούµε να ϐρούµε {t1 ≺ t2 ≺ . . . ≺ tm} ∈ T ώστε t1 ∈ S∅ και tm = tx.
Για κάθε t ∈ T µε t ≺ tx, gt(x) = 0. Πράγµατι, για κάθε s ∈ Sptt , d∗ηs(x) = e∗ηs ◦ P{qs+1}(x) = 0 εpiειδή
ranx ⊆ (ptx , qtx ] ⊆ (ps, qs].
Συµpiεραίνουµε ότι
e∗γ(x) = f∅(x) =
∑
s∈S∅
bsεse
∗
ξs ◦ P(ps,qs](x) = bt1εt1e∗ξt1 (x)
= bt1εt1ft1(x) = bt1εt1bt2εt2e
∗
ξt2
◦ P(pt2 ,qt2 ](x) = bt1bt2εt1εt2e
∗
ξt2
(x)
= bt1bt2εt1εt2ft2(x) = . . . =
∏
∅stx
(εsbs)(ftx + gtx)(x)
όpiου ϑέσαµε ε∅ = b∅ = 1.
Πόρισµα 1.5. Αν (ftx , (ptx , qtx ]) είναι µεγιστικός κόµβος, τότε e
∗
γ(x) = 0.
Αpiόδειξη. ΄Εστω (ftx , (ptx , qtx ]) ένας µεγιστικός κόµβος. Τότε ftx(x) = 0, gtx(x) = 0 και άρα αpiό Λήµµα
1.4 καταλήγουµε ότι e∗γ(x) = 0.
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1.3 Η κάτω εκτίµηση
Ορισµός 1.6. ΄Ενα συναρτησιακό φ ∈ W (An, b) λέγεται proper συναρτησιακό αν δέχεται δενδροειδή
ανάλυση (φt)t∈T ώστε για κάθε µη µεγιστικό κόµβο t ∈ T το σύνολο {φs : s ∈ St} έχει τουλάχιστον δύο
µη µηδενικά στοιχεία.
Συµβολίζουµε µε Wpr(An, b) το υpiοσύνολο του W (An, b) piου αpiοτελείται αpiό όλα τα proper συναρ-
τησιακά. Για κάθε t ∈ T ισχύει ότι φt =
∑
s∈St bsφs όpiου {bs}s∈St ⊆ {b1, b2, . . . , bn} και b∅ = 1.
Λήµµα 1.7. Το σύνολο Wpr(An, b) 1-νορµάρει τον χώρο T (An, b).
Αpiόδειξη. Θα δείξουµε ότι για κάθε φ ∈W (An, b) υpiάρχει g ∈Wpr(An, b) ώστε |φ(m)| ≤ g(m) ∀m ∈ N.
Εpiειδή η ϐάση είναι 1-unconditional αυτό αpiοδεικνύει το Ϲητούµενο.
΄Εστω φ ∈ W (An, b) και έστω {φt}t∈T η δενδροειδής ανάλυση του φ. Παρατηρούµε ότι για m ∈
suppφ, υpiάρχει ένας µεγιστικός κόµβος tm ∈ T ώστε φtm = εme∗m και φ(m) = εm
∏
t<tm
bt.
Για κάθε m ∈ suppφ ϑέτουµε Km = {t ∈ T : t < tm και #St > 1}. ΄Είναι εύκολο να ελεγθεί ότι
το συναρτησιακό g =
∑
m∈suppφ
(
∏
t∈Km
bt)e
∗
m ανήκει στο Wpr(An, b). Εpiίσης, εpiειδή bt < 1 για κάθε t ∈ T
piροκύpiτει ότι |φ(m)| ≤ g(m) ∀m ∈ N.
Λήµµα 1.8. ΄Εστω φ ∈Wpr(An, b) και l ∈ N. Αν maxsuppφ = l, τότε h(T φ) ≤ l.
Αpiόδειξη. ΄Εστω θn ο αριθµός των κόµβων στο n-οστό εpiίpiεδο του T φ. Εpiειδή το φ είναι proper συνε-
piάγεται ότι θn+1 > θn για καθε n ∈ N. Με εις άτοpiον αpiαγωγή, υpiοθέτουµε ότι h(T φ) > l, δηλαδή
h(T φ) = l + k για κάpiοιο k ∈ N. Τότε,
θ1 = 1, θ2 ≥ 2, . . . , θl+k ≥ l + k
Εpiειδή το l + k- εpiίpiεδο του T φ αpiοτελείται αpiό συναρτησιακά της µορφής e∗i συµpiεραίνουµε ότι
maxsuppφ ≥ l + k > l, το οpiοίο είναι άτοpiο.
Πρόταση 1.9. ΄Εστω (xk)k∈N µία νορµαρισµένη skipped block ακολουθία στον Xr και έστω (qk)k∈N
µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών ακεραίων ώστε suppxk ⊂ (qk + k, qk+1). Τότε για κάθε
ακολουθία ϑετικών piραγµατικών (ak)k∈N και για κάθε l ∈ N, ισχύει ότι
‖
l∑
k=1
akek‖T (An,b) ≤ C‖
l∑
k=1
akxk‖∞ (1.1)
όpiου (ek)k∈N ⊆ T (An, b) και C ένα άνω ϕράγµα για τις νόρµες των τελεστών im του Xr.
Αpiόδειξη. ΄Εστω φ ∈ W (An, b). Αpiό Λήµµα 1.7 µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι το συναρτησιακό φ είναι
proper. Θα χρησιµοpiοιήσουµε εpiαγωγή piάνω στο ύψος του δέντρου T φ.
Αν h(T φ) = 0 (δηλαδή f µεγιστικό), τότε το φ είναι της µορφής φ = εke∗k µε εk = ±1. Ακόµη
διαpiιστώνουµε ότι, |φ(∑lk=1 akek)| = |ak| = ak. Αpiό [10] (Πρόταση 4.8), µpiορούµε να εpiιλέξουµε γ ∈
Γqk+1−1\Γqk+k ώστε |xk(γ)| ≥ 1C ‖xk‖ = 1C . Τότε, |φ(
∑l
k=1 akek)| = ak ≤ C|ak||xk(γ)| = C|e∗γ(akxk)| ≤
C|e∗γ(
∑l
k=1 akxk)|.
Υpiοθέτουµε ότι για κάθε φ ∈W (An, b) µε h(T φ) = h > 0 και maxsuppφ = l0, υpiάρχει γ ∈ Γ, ώστε :
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1. γ ∈ Γql0+1+h\Γql0+1
2. h(T φ) = h(Fγ) ≤ l0
3. |φ(∑lk=1 akek)| ≤ C|∑lk=1 akxk(γ)| για κάθε l ≥ l0
Αpiό την υpiόθεση (1) έpiεται ότι xl0 < rank γ < xl0+1, ενώ αpiό την υpiόθεση (2) συµpiεραίνουµε ότι
minsuppxl0+1 −maxsuppxl0 > h(T φ). Πράγµατι,
xl0 < ql0+1 < rank γ ≤ ql0+1 + h ≤ ql0+1 + l0 < ql0+1 + (l0 + 1) < xl0+1
και minsuppxl0+1 −maxsuppxl0 > l0 + 1 > l0 ≥ h(Fγ).
΄Εστω φ ∈ W (An, b) µε h(T φ) = h + 1, l0 = maxsuppφ και έστω (φt)t∈T η δενδροειδής ανάλυση
του φ. Τότε, το φ είναι της µορφής φ =
∑
s∈S∅ bsφs, #S∅ ≤ n. Παρατηρούµε ότι s ∈ S∅, h(T φs) = h.
Θέτουµε p1 = 1, για κάθε s ∈ S∅{1} ps = min{qk + k : k ∈ suppφs} και για κάθε s ∈ S∅, ϑέτουµε
rs = qls+1 + h όpiου ls = maxsuppφs.
Αpiό εpiαγωγική υpiόθεση έχουµε ότι ξs ∈ Γrs\Γqls+1 µε h(T φs) = h(Fξs) ώστε
|φs(
l∑
k=1
akek)| = |φs(
∑
k∈suppφs
akek)| ≤ Cεs
∑
k∈suppφs
akxk(ξs)
= Cεse
∗
ξs(
∑
k∈suppφs
akxk) = Cεse
∗
ξs ◦ P(ps,rs](
l∑
k=1
akxk),
µε εs ώστε εse∗ξs(
∑
k∈suppφs akxk) = |
∑
k∈suppφs akxk(ξs)|.
΄Εστω γ ∈ Γ µε ανάλυση {ps, rs, εse∗ξs}s∈S∅
⋃{ηs}s∈S∅{1} όpiου ηs ∈ ∆rs+1. Τονίζουµε ότι rank ξs ∈
(qls+1, rs] ⊂ (ps, rs]. Είναι άµσο ότι για κάθε s ∈ S∅{1}, d∗ηs(
∑l
k=1 akxk) = 0. Πράγµατι,
suppxls < qls+1 < qls+1 + (h+ 1) = rs + 1 ≤ qls+1 + (ls + 1) < suppxls+1.
Εpiοµένως,
|φ(
l∑
k=1
akek)| ≤
∑
s∈S∅
|bsφs(
∑
k∈suppφs
akek)| ≤ C
∑
s∈S∅
bsεse
∗
ξs ◦ P(ps,rs](
l∑
k=1
akxk)
≤ C|
l∑
k=1
akxk(γ)|
Είναι άµεσο ότι h(T φ) = h(Fγ) ≤ l0 και xl0 < rank γ < xl0+1.
Πόρισµα 1.10. Για κάθε block ακολουθία στον Xr υpiάρχει piεραιτέρω block piου ικανοpiοιεί την ανισότητα
(1.1).
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1.4 Η άνω εκτίµηση
΄Εστω (yl)l∈N µία νορµαρισµένη skipped block ακολουθία στον Xr. Αpiό Πόρισµα 1.10, µpiορούµε να
υpiοθέσουµε (piερνώντας σε piεραιτέρω block υpiακολουθία της (yl)l), ότι η (yl)l ικανοpiοιεί την ανισότητα
(1.1).
Συνεpiώς,
‖
m∑
l=1
yl‖∞ ≥ 1
C
‖
m∑
l=1
el‖T (An,b)
Για κάθε j ∈ N, ϑέτουµε Mj = {1, 2, . . . , n}j . Εύκολα ελέγχεται ότι για κάθε j το συναρτησιακό
fj =
∑
s∈Mj (
∏j
i=1 bsi)e
∗
s ανήκει στο W (An, b) όpiου si είναι η i-συντεταγµένη του s, για i = 1, 2, . . . , n
και
∑
s∈Mj
∏j
i=1 bsi = (
∑n
i=1 bi)
j . Εpiειδή #Mj = nj , piροκύpiτει ότι
‖∑njl=1 el‖T (An,b) = ‖∑s∈Mj es‖T (An,b) ≥ fj(∑njl=1 el) = (∑ni=1 bi)j .
Εpiίσης, γιαm ∈ N αρκετά µεγάλο υpiάρχει j ∈ N ώστε nj+1 > m ≥ nj . Τα piαραpiάνω σε συνδυασµό
µτ το γεγονός ότι η ϐάση του T (An, b) είναι unconditionl µας οδηγούν στο ακόλουθο συµpiέρασµα
‖
m∑
l=1
yl‖∞ ≥ 1
C
‖
m∑
l=1
el‖T (An,b) ≥
1
C
‖
nj∑
l=1
el‖T (An,b) = (
n∑
i=1
bi)
j
Καταλήγουµε ότι ‖∑ml=1 yl‖∞ m→∞−→ ∞ ας∑ni=1 bi > 1.
Σε αυτό το σηµείο, ϑα εpiιλέξουµε µία block ακολουθία (xk)k∈N της (yl)l∈N piου ικανοpiοιεί κά-
piοιες εpiιpiλέον ιδιότητες. ΄Εστω ε > 0 και µία ϕθίνουσα ακολουθία (εk)k ϑετικών piραγµατικών ώστε
(
∑∞
k=1 εk) < ε. ΄Εστω ακόµη µία αύξουσα ακολουθία (nk)k ϑετικών ακεραίων και µία ακολουθία (Fk)k
αpiό succesive υpiοσύνολο του N ώστε να ισχύουν τα εξής :
1. Για κάθε k ∈ N, 1nk < εk.
2. Για κάθε k ∈ N, ‖∑l∈Fk yl‖ > nk. Αυτό piροκύpiτει ότι είναι εφικτό αpiό το piαραpiάνω σχόλιο.
΄Εχουµε λοιpiόν κατασκευάσει µία skipped block ακολουθία (xk)k∈N της µορφής xk =
∑
l∈Fk λlyl, όpiου
λl =
1
‖∑l∈Fk yl‖ . Παρατηρούµε ότι |λl| < εk για κάθε l ∈ Fk.
΄Εστω γ ∈ Γ µε δενδροειδή ανάλυση Fγ = {ξt, (pt, qt]}t∈T .
Για κάθε k ∈ N, ϑέτουµε tk = max{t : ranxk ⊂ (pt, qt]}. Παρατηρούµε ότι για κάθε xk, υpiάρχουν
τουλάχιστον δύο εpiόµενοι του tk, έστω s1, s2, ώστε τα αντίστοιχα διαστήµατα (ps1 , qs1 ], (ps2 , qs2 ] να
τέµνουν το ranxk. Για µεταγενέστερη χρήση, ϑα συµβολίζουµε µε (ps0 , qs0 ] το piρώτο διάστηµα (στη
ϕυσιολογική διάταξη piου ορίζουν τα ξένα ανά δύο διαστήµατα του N) piου τέµνει το xk. Σηµειώνουµε ότι
το s0 δεν είναι αpiαραίτητα το piρώτο στοιχείο του St.
Για το Ϲεύγος γ, (xk)k∈N και για κάθε t ∈ T ορίζουµε τα ακόλουθα σύνολα: Dt =
⋃
st{k : s = tk},
Kt = Dt\ ∪s∈St Ds = {k : t = tk} και Et = {s ∈ St : Ds 6= ∅}.
Θέτουµε xk = x′k + x′′k + x′′′k ώστε
x′k = xk |(ps0 ,qs0 ], x
′′
k = xk |⋃s∈Stk ,s6=s0 (ps,qs] και x′′′k = xk − x′k − x′′k.
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Παρατήρηση 1.3. 1. Τα σύνολαDt,Kt,Et piροσδιορίζονται µε ϐάση το εpiιλεγµένο Ϲεύγος γ, (xk)k. Για
διαφορετικό Ϲεύγος, τα σύνολα αυτά είναι piιθανόν να διαφέρουν. Για piαράδειγµα, έστω k ∈ Kt, για
το Ϲεύγος γ, (xk)k. Τότε t = tk για xk. Αpiό τον ορισµό του x′k, υpiάρχει sk ∈ St ώστε x′k = xk |(psk ,qsk ].
Εpiοµένως, για το Ϲεύγος γ, (x′k)k το ίδιο k ανήκει στο Ksk .
2. Για κάθε k ∈ N, |gtk(xk)| ≤ 2Cnεk.
Πράγµατι, αpiό τον ορισµό της (xk)k∈N piροκύpiτει ότι
|gtk(xk)| ≤
∑
s∈Sptktk
|d∗ηs(xk)| ≤
∑
s∈Sptktk
|e∗ηs ◦ P{qs+1}(
∑
l∈Fk
λlyl)| ≤
≤
∑
s∈Sptktk
‖e∗ηs‖‖P{qs+1}‖|λsl |‖ysl ‖ ≤
∑
s∈Sptktk
2Cεk ≤
≤ 2Cεk(]Stk) ≤ 2Cnεk.
3. Είναι άµεσο ότι gtk(xk) = gtk(x
′′′
k ), ftk(x
′′′
k ) = 0 και εpiίσης, για κάθε t ≺ tk, gt(x′′′k ) = 0.
Λήµµα 1.11. Για τα Ϲεύγη γ, (x′k)k∈N και γ, (x
′′
k)k∈N έχουµε ότι #(Kt ∪ Et) ≤ n.
Αpiόδειξη. ΄Εστω t ∈ T και k ∈ Kt.
Θέτουµε sk = max{s ∈ St : (ps, qs] ∩ ranx′k 6= ∅}. Αpiό τον ορισµό του tk, έχουµε ότι #St ≥ 2. Θα
δείξουµε ότι sk 6∈ Et.
Πράγµατι, αpiό τον ορισµό των tk, sk συνεpiάγεται ότι (ptk , qtk ] ∩ ranx′k = ranx′k και (psk , qsk ] ∩ ranx′k =
(psk , qsk ]. Εpiειδή sk ∈ Stk , (psk , qsk ] ⊆ (ptk , qtk ]. Εpiοµένως, (psk , qsk ] ⊆ ranx′k.
΄Αρα µpiορούµε να ορίσουµε µία 1-1 αpiεικόνιση G : Kt → St\Et και συµpiεραίνουµε ότι #Kt + #Et ≤
#St ≤ n.
Η αpiόδειξη για το Ϲεύγος γ, (x′′k)k∈N γίνεται µε piαρόµοιο τρόpiο.
Πρόταση 1.12. ΄Εστω (xk)k∈N όpiως piαραpiάνω. Τότε για κάθε γ ∈ Γ υpiάρχουν φ1, φ2 ∈W (An, b) ώστε
για κάθε ακολουθία (ak)k∈N ϑετικών piραγµατικών και για κάθε l ∈ N έχουµε ότι,
|
l∑
k=1
akxk(γ)| ≤ 1
bn
(φ1 + φ2)(
l∑
k=1
akek) + 2Cnε(
l∑
k=1
ark)
1
r (1.2)
Αpiόδειξη. ΄Εστω γ ∈ ∆q+1 µε a(γ) = a ≤ n και δενδροειδή ανάλυση Fγ = {ξt, (pt, qt]}t∈T , όpiου ξ∅ = γ.
Μpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι
⋃l
k=1 ranxk ⊂ (p∅, q∅].
Ισχυρισµός 1. Για τα Ϲεύγη γ, (x′k)k∈N και γ, (x
′′
k)k∈N υpiάρχουν φ1, φ2 ∈ W (An, b) ώστε για κάθε ακο-
λουθία (ak)k∈N ϑετικών piραγµατικών και για κάθε l ∈ N, ισχύει ότι
|f∅(
l∑
k=1
akx
′
k)| ≤
2C
bn
φ1(
l∑
k=1
akek) (1.3)
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|f∅(
l∑
k=1
akx
′′
k)| ≤
2C
bn
φ2(
l∑
k=1
akek) (1.4)
Αpiόδειξη ισχυρισµού. Θα αpiοδείξουµε µόνο την ανισότητα 1.3. Η αpiόδειξη για την 1.4 γίνεται µε piαρό-
µοια εpiιχειρήµατα. Υpiενθυµίζουµε ότι ft =
∑
s∈St bsεs(fs + gs) ◦ P(ps,qs] για κάθε t ∈ T µη µεγιστικό.
Αpiό τον ορισµό των (x′k)k∈N piροκύpiτει ότι gs ◦ P(ps,qs](x′k) = 0 για κάθε s ∈ St. Συνεpiώς,
ft(
∑
k∈Dt akx
′
k) = (
∑
s∈St bsεsfs ◦ P(ps,qs])(
∑
k∈Dt akx
′
k). Θα χρησιµοpiοιήσουµε εpiαγωγή στα εpiίpiεδα
του δέντρου T , δηλαδή ϑα δείξουµε ότι για καθε t ∈ T υpiάρχει φt1 ∈W (An, b) µε suppφt1 ⊆ Dt ώστε
|ft(
∑
k∈Dt
akx
′
k)| ≤
2C
bn
φt1(
∑
k∈Dt
akek)
.
΄Εστω 0 < h ≤ max{|t| : t ∈ T }
Υpiοθέτουµε ότι η piρόταση έχει αpiοδειχθεί για κάθε t µε |t| = h.
΄Εστω t ∈ T µε |t| = h− 1. ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες piεριpiτώσεισ:
1. Αν ft είναι µεγιστικός κόµβος (ft(
∑
k∈Dt akx
′
k) = 0) έχουµε ότι K = Dt και άρα για κάθε k ∈ Dt
αpiό Πόρισµα 1.5 ft(x′k) = 0 εpiειδή t = tk.
2. Αν ft είναι µεγιστικός κόµβος, τότε
ft(
∑
k∈Dt akx
′
k) = (
∑
s∈St bsεsfs ◦ P(ps,qs])(
∑
k∈Dt akx
′
k) =
=
∑
s∈St bsεsfs(
∑
k∈Ds akx
′
k) +
∑
k∈Kt(
∑
s∈St bsεsfs)(akx
′
k).
Εpiειδή για κάθε k ∈ Kt, gt(x′k) = 0 έχουµε ότι
|ft(x′k)| = |x′k(ξt)| ≤ ‖x′k‖ ≤ 2C = 2Ce∗k(ek).
Εpiιpiλέον, για κάθε s ∈ Et ισχύει ότι |s| = h− 1. Για k ∈ Ds, αpiό την εpiαγωγική υpiόθεση έχουµε
ότι
|
∑
s∈St
bsfs(x
′
k)| = |bsfs(x′k)| ≤ bs
2C
bn
φs1(ek),
όpiου φs1 ∈W (An, b) και suppφs1 ⊆ Ds.
Θέτουµε φt1 = (
∑
s∈Et bsφ
s
1 +
∑
k∈Kt bke
∗
k).
Αpiό Λήµµα 1.11, έχουµε ότι φt1 ∈W (An, b) και |ft(
∑
k∈Dt akx
′
k)| ≤ 2Cbn φt1(
∑
k∈Dt akek).
Υpiενθυµίζουµε ότι e∗γ(
∑l
k=1 akxk) = g∅(
∑l
k=1 akxk) + f∅(
∑l
k=1 akxk).
Εpiειδή
g∅(
l∑
k=1
akx
′
k) = g∅(
l∑
k=1
akx
′′
k) = g∅(
∑
k∈{m:tm 6=∅}
akx
′′′
k ) = f∅(
∑
k∈{m:tm=∅}
akx
′′′
k ) = 0
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συνεpiάγεται ότι :
|e∗γ(
l∑
k=1
akxk)| ≤ |g∅(
∑
k∈{m:tm=∅}
akx
′′′
k )|+ |f∅(
l∑
k=1
akx
′
k)|
+ |f∅(
l∑
k=1
akx
′′
k)|+ |f∅(
∑
k∈{m:tm 6=∅}
akx
′′′
k )|
Αpiό Παρατήρηση 1.3 έχουµε ότι,
|g∅(
∑
k∈{m:tm=∅}
akx
′′′
k )| ≤
∑
k∈{m:tm=∅}
ak|g∅(x′′′k )| ≤ 2Cn
∑
k∈{m:tm=∅}
akεk.
Αpiό Λήµµα 1.4 και Παρατήρηση 1.3 piροκύpiτει ότι,
|f∅(
∑
k∈{m:tm 6=∅}
akx
′′′
k )| ≤
∑
k∈{m:tm 6=∅}
ak(
∏
t<tk
bt)|gtk(x′′′k )| ≤
≤ 2C 1
2
n
∑
k∈{m:tm 6=∅}
akεk ≤ 2Cn
∑
k∈{m:tm 6=∅}
akεk.
Καταλήγουµε ότι
|
l∑
k=1
akxk(γ)| ≤ 2Cn
∑
k∈{m:tm=∅}
akεk +
2C
bn
φ1(
l∑
k=1
akek)
+
2C
bn
φ2(
l∑
k=1
akek) + 2Cn
∑
k∈{m:tm 6=∅}
akεk
≤ 2C
bn
(φ1 + φ2)(
l∑
k=1
akek) + 2Cn
l∑
k=1
akεk
≤ 2C
bn
(φ1 + φ2)(
l∑
k=1
akek) + 2Cnmax{ak : k ∈ N}(
l∑
k=1
εk)
≤ 2C
bn
(φ1 + φ2)(
l∑
k=1
akek) + 2Cnε(
l∑
k=1
ark)
1
r .
όpiου στην τελευταία ανισότητα χρησιµοpiοιήσαµε το γεγονός ότι η `r νόρµα κυριαρχεί την c0 νόρµα.
Παρατήρηση 1.4. Αpiό [16] Θεώρηµα Ι.4, γνωρίζουµε ότι ‖∑ akek‖T (An,b) ≥ M(∑ ark) 1r . Αυτό σε συν-
δυασµό µε την piροηγούµενη piρόταση έχει σαν συνέpiεια ότι
|
l∑
k=1
akxk(γ)| ≤ 2C
bn
(φ1 + φ2)(
l∑
k=1
akek) +
2Cnε
M
‖
l∑
k=1
akek‖T (An,b).
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Για ε = Mnbn ,
|
l∑
k=1
akxk(γ)| ≤ 6C
bn
‖
l∑
k=1
akek‖T (An,b).
Εpiοµένως,
‖
l∑
k=1
akxk‖∞ ≤ 6C
bn
‖
l∑
k=1
akek‖T (An,b). (1.5)
Πόρισµα 1.13. Για κάθε block ακολουθία στον Xr υpiάρχει piεραιτέρω block ακολουθία piου ικανοpiοιεί
την ανισότητα (1.5).
1.5 Το κεντρικό αpiοτέλεσµα
Πρόταση 1.14. ΄Εστω (xk)k∈N µία skipped block ακολουθία στον Xr. Αν η (xk)k∈N ικανοpiοιεί εpiιpiλέον
ότι minsuppxk+1 > maxsuppxk + k και τις συνθήκες της Πρότασης 1.12, τότε είναι ισοδύναµη µε τη
συνήθη ϐάση του χώρου Tsirelson T (An, b) για n και b piου piροσδιορίνται όpiως piαραpiάνω.
Αpiόδειξη. Είναι άµεση συνέpiεια των piροτάσεων 1.9, 1.12 και της Παρατήρησης 1.4.
Πρόταση 1.15. Ο χώρος T (An, b) είναι ισόµορφος µε τον `p για κάpiοιο p ∈ (1,∞).
Αpiόδειξη. Με piαρόµοιο τρόpiο όpiως στο [16] Θεώρηµα Ι.4, για κάθε νορµαρισµένη block ακολουθία
(xk)k της ϐάσης (ej)j και για κάθε ακολουθία (ak) piραγµατικών αριθµών ισχύει ότι, ‖
∑
akxk‖ ≤
2
bn
‖∑ akek‖. Αpiό το ϑεώρηµα του Zippin [45] piροκύpiτει ότι ο χώρος T (An, b) είναι ισόµορφος µε τον
`p για κάpiοιο p ∈ (1,∞).
Παρατήρηση 1.5. Χρησιµοpiοιώντας τα αpiοτελέσµατα των ενοτήτων 4 και 5 µpiορούµε να δώσουµε µία
εναλλάκτική αpiόδειξη. Πράγµατι, έστω (yl)l∈N µία skipped block ακολουθία στον Xr. Τότε υpiάρχει µία
piεραιτέρω block ακολουθία (xk)k∈N piου ικανοpiοιεί ταυτόχρονα τα piορίσµατα 1.10 και 1.13. Είναι άµεσο
ότι η (xk)k∈N ικανοpiοιεί το συµpiέρασµα της Πρότασης 1.14.
Παρατηρούµε ότι κάθε block ακολουθία (zk)k της (xk)k είναι εpiίσης skipped block και ικανοpiοιεί την
Πρόταση 1.14, άρα είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη ϐάση του χώρου T (An, b). Συνεpiάγεται ότι κάθε block
ακολουθία (zn)n της (xk)k είναι ισοδύναµη µε την (xk)k. Αpiό το ϑεώρηµα του Zippin [45] piροκύpiτει ότι ο
χώρος < (xk)k > είναι ισόµορφος µε κάpiοιον `p. Εpiοµένως, T (An, b) ∼= `p για κάpiοιο p ∈ (1,∞).
Για να piροσδιορίσουµε εpiακριβώς το p, χρειαζόµαστε την ακόλουθη piρόταση.
Πρόταση 1.16. Ο χώρος T (An, b) είναι ισόµορφος µε τον `r όpiου 1r + 1r′ = 1 και
∑n
i=1 b
r′
i = 1.
Αpiόδειξη. Αρχικά piρέpiει να piαρατηρήσουµε ότι για x ∈ c00, ‖x‖ ≤ ‖x‖r χρησιµοpiοιώντας εpiαγωγή
piάνω στην piληθικότητα του συνόλου suppx. Αν |suppx| = 1, είναι piροφανές. Υpiοθέτουµε ότι ισχύει
για κάθε y ∈ c00 µε |suppy| ≤ n και έστω x ∈ c00 µε |suppx| = n + 1. Τότε είτε ‖x‖ = ‖x‖∞ ή
‖x‖ = ∑ni=1 bi‖Eix‖ για κάpiοια κατάλληλα υpiοσύνολα E1 < E2 < . . . < En. Στην piρώτη piερίpiτωση
ισχύει καθώς για p ∈ [r,∞) ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p. Εpiοµένως αρκεί αpiοδείζουµε τη δεύτερη piερίpiτωση.
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Εpiειδή για κάθε i = 1, 2, . . . , n, η piληθικότητα του suppEix είναι piροφανώς µικρότερη αpiό την
piληθικότητα του suppx, η εpiαγωγική υpiόθεση σε συνδυασµό µε την ανισότητα Ho¨lder′s συνεpiάγεται
ότι
‖x‖ ≤
n∑
i=1
bi‖Eix‖r ≤ (
n∑
i=1
br
′
i )
1
r′ (
n∑
i=1
‖Eix‖rr)
1
r = ‖x‖r.
Αpiό το piαραpiάνω και την Πρόταση 1.15 piροκύpiτει ότι ο χώρος T (An, b) είναι ισόµορφος µε τον `p για
κάpiοιο p ∈ [r,∞).
Για κάθε l ∈ N ϑέτουµεMl = {1, 2, . . . , n}l. ΄Οpiως έχουµε ήδη αναφέρει, για κάθε l ∈ N το συναρτησιακό
fl =
∑
s∈Ml(
∏l
i=1 bsi)e
∗
s ανήκει στο W (An, b) όpiου si είναι η i-συντεταγµένη του s, για i = 1, 2, . . . , n
και
∑
s∈Ml
∏l
i=1 bsi = (
∑n
i=1 bi)
l. Θέτουµε as =
∏l
i=1 bsi και xl =
∑
s∈Ml a
r′
r
s es. Εύκολα ϐλέpiουµε ότι
για κάθε l ∈ N, ‖xl‖ = 1. Πράγµατι,
‖xl‖ ≤ ‖xl‖r = (
∑
s∈Ml
ar
′
s )
1
r = (
n∑
i=1
br
′
i )
l
r = 1 = fl(xl) ≤ ‖xl‖.
Ισχυριζόµαστε ότι για κάθε p′ > r και ε > 0 υpiάρχει l ∈ N ώστε ‖xl‖p′ < ε. Αν ο ισχυρισµός είναι
σωστός τότε το p ταυτίζεται µε το r.
Αpiόδειξη ισχυρισµού: Πρέpiει να piαρατηρήσουµε αρχικά ότι για p′ > r,
∑n
i=1 b
r′
r
p′
i =
∑n
i=1 b
r′(1+δ)
i για
κάpiοιο 0 < δ < 1. ΄Οµως για κάθε i = 1, 2, . . . , n bi < 1, και άρα
n∑
i=1
b
r′(1+δ)
i <
n∑
i=1
br
′
i = 1.
Συνεpiώς, υpiάρχει l ∈ N ώστε (∑ni=1 br′(1+δ)i )l < εp′ . Για αυτό το l έχουµε ότι,
‖xl‖p′ = (
∑
s∈Ml
a
r′
r
p′
s )
1
p′ = (
∑
s∈Ml
ar
′(1+δ)
s )
1
p′ = (
n∑
i=1
b
r′(1+δ)
i )
l
p′ < ε.
Θεώρηµα 1.17. Για κάθε r ∈ (1,∞) ο χώρος Xr είναι `r κορεσµένος.
Αpiόδειξη. ΄Οpiως έχουµε αναφέρει σε piροηγούµενη piαρατήρηση, για κάθε skipped block ακολουθία στον
Xr υpiάρχει piεραιτέρω block ακολουθία (xk)k µε την ιδιότητα ότι ο χώρος < (xk)k > είναι ισόµορφος µε
τον `r.
Παρατήρηση 1.6. Αpiό το piροηγούµενο ϑεώρηµα Xr είναι L∞ χώρος piου δεν piεριέχει τον `1. Εpiοµένως
αpiό τα αpiοτελέσµατα των D.Lewis-C.Stegall [37] και A. Pelczyn´ski [42] συνεpiάγεται ότι ο συζυγής X∗r
είναι ισόµορφος µε τον `1. Εναλλακτικά, µpiορούµε να χρησιµοpiοιήσουµε το αντίστοιχο εpiιχείρηµα του D.
Alspach [1] και να δείξουµε άµεσα ότι η (Mq) είναι συρρικνούσα FDD για τον Xr. Αυτό συνεpiάγεται ότι η
(e∗γ)γ∈Γ είναι ϐάση για τον X∗r ισοδύναµη µε τη συνήθη ϐάση του `1.
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Κεφάλαιο 2
HI εµφυτεύσεις L∞ χώρων και χώροι
Banach µε piολύ λίγους τελεστές
2.1 Εισαγωγή
Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αpiοδείξουµε το Θεώρηµα 0.2 piου αpiοτελεί το κεντρικό αpiοτέλεσµα της υpiο
piροετοιµασίας εργασίας ([7]) και εpiιpiλέον γενικεύει το αpiοτέλεσµα της δεύτερης δηµοσιευµένης εργασίας
([6]). Ειδικότερα, συνδυάζοντας το αpiοτέλεσµα αpiό το [27] (Θεώρηµα Α) µε µία τροpiοpiοίηση της µεθόδου
στο [10], piαρουσιάζουµε για δοσµένο χώρο Banach X µε διαχωρίσιµο συζυγή µία µέθοδο κατασκευής
ενός BD L∞ χώρου, L∞X,hi, ο οpiοίος piεριέχει υpiόχωρο X ισόµορφο µε τον X και έχει εpiιpiλέον την
ιδιότητα ότι ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος (HI) και ικανοpiοιεί την "scalar plus
compact" ιδιότητα. Εpiιpiλέον, αν υpiοθέσουµε piεραιτέρω ότι ο αρχικός χώρος BanachX έχει την ιδιότητα
ότι ο συζυγής του X∗ δεν piεριέχει συµpiληρωµατικά τον `1, αpiοδεικνύουµε ότι ο χώρος L∞X,hi piου
κατασκευάζεται µε την piαραpiάνω µέθοδο ικανοpiοιεί την "scalar plus compact" ιδιότητα.
Το κεφάλαιο χωρίζεται σε 10 ϑεµατικές ενότητες. Στην Ενότητα 1 δίνονται οι αpiαραίτητες έννοιες
και ορισµοί αναφορικά µε τις οικογένειες Schreier (Sξj )j , τους γενικευµένους µέσους όρους, τους ειδι-
κούς κυρτούς συνδυασµούς και τους ϐοηθητικούς Mixed Tsirelson χώρους T [(SMξj , 1mj )j ([17]) τα οpiοία
αpiοτελούν τα ϐασικά συστατικά της µεθόδου κατασκευής του χώρου L∞X,hi και αpiοτελούν γενικευµένες
εκδοχές των αντίστοιχων στοιχείων της µεθόδου κατασκευής στο [10].
Στην Ενότητα 2, ορίζουµε τον χώρο L∞X,hi για χώρο Banach X µε διαχωρίσιµο συζυγή. Για τον ορισµό
χρειάζεται να ϑεωρήσουµε χρησιµοpiοιώντας τη µέθοδο εpiέκτασης του [27] ότι ο X εµφυτεύεται σε έναν
L∞ Bourgain-Delbaen χώρο X piου piεριέχει ισοµορφικά τον X. Στη συνέχεια, piαρουσιάζονται τα piρώτα
συµpiερασµάτα piου piροκύpiτουν αpiό τη µελέτη της νέας κλάσης χώρων.
Στην Ενότητα 3 αpiοδεικνύουµε ότι ο X είναι ισόµορφος µε έναν υpiόχωρο του L∞X,hi και ότι ο χώρος
L∞X,hi έχει συρρίκουσα FDD αν ισχύει το ίδιο και για τον X.
Στις ενότητες 4 εώς 7 εισάγουµε τα ϐασικά συστατικά της µεθόδου κατασκευής καθολικά αδιάσpiαστων
χώρων Banach ([10], [17], [17]) και ορίζουµε τροpiοpiοιηµένες εκδοχές τους piου ϑα χρησιµοpiοιήσουµε
για να µελετήσουµε το piηλίκο L∞X,hi/X . Ειδικότερα, ορίζουµε τους X-ηµινορµαρισµένων (ε, j) ειδι-
κούς κυρτούς συνδυασµούς, τις X-RIS block ακολουθίες, τα X-ακριβή Ϲεύγη και τις X-εξαρτηµένες
ακολουθίες. Εpiίσης, piαρουσιάζονται εκτιµήσεις των νορµών τέτοιων στοιχείων.
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Στην Ενότητα 8 αpiοδεικνύουµε ότι ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος, ενώ στην
Ενότητα 9 αpiοδεικνύουµε ότι για κάθε γραµµικό και ϕραγµένο τελεστή στον L∞X,hi υpiάρχει piραγµατικός
αριθµός λ ώστε ο τελεστήςQ◦(T−λI) να είναι συµpiαγής, όpiουQ : L∞X,hi → L∞X,hi/X είναι η αpiεικόνιση
piηλίκο.
Στην Ενότητα 10 διαpiιστώνουµε ότι ο L∞X,hi ικανοpiοιεί την "scalar plus compact" ιδιότητα στην
piερίpiτωση piου ο `1 δεν εµφυτεύεται συµpiληρωµατικά στον X∗. Είναι ερώτηµα αν το αpiοτέλεσµα
γενικεύεται για διαχωρίσιµους χώρους Banach µε µη διαχωρίσιµο συζυγή. Στην ειδική piερίpiτωση piου
X = `1 στο [11] το αντίστοιχο αpiοτέλεσµα έχει αpiοδειχθεί.
Στην Ενότητα 11 αpiοδεικνύουµε ότι το piηλίκο L∞X,hi/X έχει την "scalar plus compact" ιδιότητα και
ολοκληρώνουµε την αpiόδειξη του ϑεωρήµατος 0.2 το οpiοίο αpiοτελεί ανάλογο του αpiοτελέσµατος στο
[24]. Τέλος αφήνουµε σαν ερώτηµα αν το αpiοτέλεσµα µpiορεί να γενικευτεί στην ευρύτερη κλάση χώρων
Banach X µε διαχωρίσιµο συζυγή piου δεν piεριέχουν L∞ υpiόχωρο.
2.2 Schreier Οικογένειες και Mixed Tsirelson χώροι
Σε αυτήν την ενότητα ϑα piαραθέσουµε ορισµούς και γνωστά αpiοτελέσµατα αναφορικά µε τις οικογένειες
Schreier και τους γενικευµένους µέσους όρους ([17], [9]) οι οpiοίες χρειάζονται για τις κατασκευές piου
ϑα ακολουθήσουν.
2.2.1 Schreier Οικογένεις
Υpiενθυµίζουµε τους ακόλουθους ορισµούς αpiό το [2].
Μία οικογένειαM piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του N λέγεται
1. Συµpiαγής αν το σύνολο {χA : A ∈M} είναι ένα συµpiαγές υpiοσύνολο του {0, 1}N.
2. Κληρονοµική αν για κάθε A ∈M και B ⊂ A ισχύει ότι B ∈M.
3. Spreading αν για κάθε A = {t1 < t2 < · · · < tr} ∈ M και B = {t′1 < t′2 < · · · < t′r} ώστε ti ≤ t′i
για i = 1, 2, . . . , r έχουµε ότι B ∈M. Εpiίσης, αναφέρουµε ότι κάθε σύνολο B piου ικανοpiοιεί την
piαραpiάνω ιδιότητα λέγεται spread του συνόλου A.
Ορισµός 2.1. Μία piεpiερασµένη ακολουθία (E1, E2, . . . , En) υpiοσυνόλων του N λέγεται συςςεσσιε αν
maxEi < minEi+1 για κάθε 1 ≤ i < n. Μία piεpiερασµένη ακολουθία διανυσµάτων (f1, f2, . . . , fn) στο
c00 λέγεται successive αν η ακολουθία (suppf1, suppf2, . . . , suppfn) υpiοσυνολων του N είναι succes-
sive.
Ορισµός 2.2. ΄ΕστωM µία οικογένεια piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του N. Μία piεpiερασµένη οικογένεια
(E1, E2, . . . , En) successive υpiοσυνόλων του N λέγεταιM-admissible αν υpiάρχει σύνολο {m1 < m2 <
· · · < mn} ∈ M ώστε m1 ≤ E1 < m2 ≤ E2 < · · · < mn ≤ En (δηλαδή mi ≤ minEi για κάθε i ≤ n και
maxEi < mi+1 για κάθε i < n).
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Ορισµός 2.3. ΄Εστω M µία οικογένεια piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του N. Μία piεpiερασµένη οικο-
γένεια (E1, E2, . . . , En) αpiό ξένα ανά δύο piεpiερασµένα υpiοσύνολα του N λέγεται M-allowable αν
(minE1, . . .minEn) ∈M.
Μία piεpiερασµένη ακολουθία (f1, f2, . . . , fn) αpiό διανύσµατα του c00(N) λέγεταιM-admissible
(αντίστοιχαM-allowable) αν η ακολουθία συνόλων (suppf1, suppf2, . . . , suppfn) είναιM-admissible
(αντίστοιχαM-allowable).
Παρατήρηση 2.1. Παρατηρούµε ότι ανM είναι µία spreading οικογένεια piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του
N και (E1, E2, . . . , En) µία piεpiερασµένη ακολουθία αpiό successive υpiοσύνολα του N, τότε η (E1, . . . , En)
είναιM-admissible αν και µόνο αν η (E1, . . . , En) είναιM- allowable.
ΓιαM,N οικογένειες piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του N η σύνθεση τωνM και N , όpiως piαρουσιά-
στηκε στο [3], ορίζεται ως εξής :
M∗N =
{
F ⊂ N : υpiάρχουν s ∈ N, F1, F2, . . . , Fs ∈ N και
{m1 < m2 < · · · < ms} ∈ M έτσι ώστε m1 ≤ F1 < m2 ≤ F2
< · · · < ms ≤ Fs και F =
s⋃
i=1
Fi
}
∪
{
∅
}
.
Για µία οικογένεια M piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του N και ένα ϕυσικό αριθµό n ∈ N συµβολίζουµε
µε Mn τη σύνθεση Mn = M∗M∗ · · · ∗M︸ ︷︷ ︸
n τιµες
. Εpiίσης συµβολίζουµε µε i(M) τον Cantor Bendixson
δείκτη της οικογένειαςM (δες [36]). ΄Εχει αpiοδειχθεί στο [17] ότι γιαM,N οικογένειες piεpiερασµένων
υpiοσυνόλων του N έχουµε ότι
i(M∗N ) ≤ i(M) · i(N ).
Για A ⊂ N συµβολίζουµε µε [A]∞, το σύνολο όλων άpiειρων υpiοσυνόλων του A και µε [A]<∞, το σύ-
νολο όλων των piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του A. Εpiίσης, για F οικογένεια piεpiερασµένων υpiοσυνόλων
του N και για M ∈ [N]∞ συµβολίζουµε µε F [M ] το σύνολο {F ⊂M : F ∈ F}.
Αpiό [28] έχουµε το ακόλουθο.
Πρόταση 2.4. ΄ΕστωM, N δύο κληρονοµικές και συµpiαγείς οικογένειες piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του
N ώστε ηN είναι εpiιpiλέον spreading και i(M) < i(N ). Τότε, για κάθε P ∈ [N]∞ υpiάρχει L ∈ [P ]∞ ώστε
M[L] ⊂ N .
Η piρώτη σε κατάταξη οικογένεια Schreier είναι η ακόλουθη:
S = {F ⊂ N : #F ≤ minF} ∪ {∅}
Είναι εύκολο να αpiοδειχθεί ότι η S είναι συµpiαγής, κληρονοµική και spreading.
Οι οικογένειες Schreier (Sξ)ξ<ω1 ορίζονται εpiαγωγικά ως εξής :
S0 =
{
{t} : t ∈ N
}
∪ {∅}.
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΄Εστω ξ < ω1 και υpiοθέτουµε ότι η Sζ έχει οριστεί για κάθε ζ < ξ. Αν ξ = ζ + 1 ϑέτουµε
Sξ = S ∗ Sζ .
Ειδικότερα, S = S1.
Αν ξ είναι οριακός διατακτικός, τότε ϐρίσκουµε µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία (ξn)n∈N µη οριακών
διατακτικών ώστε sup
n
ξn = ξ και ϑέτουµε
Sξ =
∞⋃
n=1
{F ∈ Sξn : n ≤ F}.
Με χρήση εpiαγωγής αpiοδεικνύεται ότι κάθε οικογένεια Sξ είναι συµpiαγής, κληρονοµική και sprea-
ding.
Οι modified Schreier οικογένειες SMξ , ορίζονται εpiαγωγικά ώς εξής :
SM0 =
{
{t} : t ∈ N
}
∪ {∅}
SMξ+1 =
{
F ⊂ N : υpiάρχει k ∈ N και ξένα ανά δύο σύνολα
F1, F2, . . . , Fk ∈ SMξ έτσι ώστε k ≤ Fi για i = 1, 2, . . . , k και
F =
k⋃
i=1
Fi
}
και αν ξ < ω1 είναι οριακός διατακτικός και (ξn)n∈N είναι µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία διατακτικών
piου ορίζει την Sξ ϑέτουµε
SMξ =
∞⋃
n=1
{F ∈ SMξn : n ≤ F}
Παρατήρηση 2.2. ΄Οpiως και στην piερίpiτωση των Sξ, µε χρήση εpiαγωγής αpiοδεικνύεται ότι η SMξ είναι
συµpiαγής, κληρονοµική,spreading και εpiιpiλέον Sξ ⊂ SMξ . Εpiίσης, όpiως αpiοδεικνύεται στο [4] για κάθε
n < ω έχουµε ότι Sn = SMn . Είναι άγνωστο αν η piαραpiάνω ισότητα ισχύει για κάθε ξ < ω1. Τέλος,
γνωρίζουµε ότι ο δείκτης Cantor-Bendixson της modified Shreier οικογένειας SMξ , i(SMξ ), ισούται µε ωξ.
Το εpiόµενο λήµµα είναι άµεση συνέpiεια της Πρότασης 2.4.
Λήµµα 2.5. ΄Εστω ζ, ξ < ω1 και q < ω ώστε ζ · q < ξ. Τότε, για κάθε N ∈ [N]∞ υpiάρχει L ∈ [N]∞ ώστε
(SMζ )q[L] ⊂ Sξ το οpiοίο συνεpiάγεται ότι Sqζ [L] ⊂ Sξ.
Το ακόλουθο αpiοτέλεσµα αpiοδεικνύεται εύκολα µε εpiαγωγή και αpiοτελεί µία ϐασική ιδιότητα piου
ικανοpiοιούν οι Schreier και Modified Schreier οικογένειες.
Λήµµα 2.6. ΄Εστω ζ < ξ < ω1. Τότε υpiάρχει d = d(ζ, ξ) ∈ N ώστε κάθε στοιχείο F της οικογένειας Sζ µε
την ιδιότητα ότι F ≥ d, ανήκει στην οικογένεια Sξ. Εpiιpiλέον, το ίδιο ισχύει και για τις modified Schreier
οικογένειες (δηλαδή υpiάρχει dM = dM (ζ, ξ) ∈ N ώστε για κάθε F ∈ SMζ µε F ≥ dM , να συνεpiάγεται ότι
F ∈ SMξ .
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Λήµµα 2.7. ΄Εστω ζ < ξ < ω1 και n0 = d(ζ, ξ) όpiως στο piροηγούµενο λήµµα. Τότε, Sζ ⊂ Sξ+n0 .
Αντίστοιχο αpiοτέλεσµα ισχύει και για τις οικογένειες SMξ , ξ < ω1. Εpiοµένως για κάθε ζ < ξ, υpiάρχει
k0 ∈ N ώστε Sζ ⊂ Sξ+k0 και SMζ ⊂ SMξ+k0 .
Αpiόδειξη. ΄Εστω F ∈ Sζ . Αν minF ≥ n0, τότε αpiό Λήµµα 2.6 έχουµε ότι F ∈ Sξ ⊂ Sξ+n0−1 και το
συµpiέρασµα έpiεται. ΄Αρα µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι minF < n0. Σε αυτή τη piερίpiτωση γράφουµε
το F στη µορφή F = F1 ∪F2 όpiου F1 = F ∩{1, . . . , n0− 1} και F2 = F \F1. Εpiαγωγικά, δείχνουµε ότι
F1 ∈ Sξ+n0−1. Εpiιpiλέον, εφόσον minF2 > n0 είναι άµεσο ότι F2 ∈ Sξ+n0−1. Τέλος, εpiειδή το F είναι
η ένωση δύο successive συνόλων του Sξ+n0−1, αpiό τον ορισµό των οικογενειών Schreier piροκύpiτει ότι
F ∈ Sξ+n0 και η αpiόδειξη ολοκληρώθηκε. Η αpiόδειξη για τις Modified οικογένειες γίνεται piαρόµοια.
2.2.2 Sξ-ϕραγµένοι χώροι
Ο ορισµός των Sξ ϕραγµένων χώρων piου ακολουθεί είναι µία τροpiοpiοίηση του αντίστοιχου ορισµού αpiό
το [17] (Ορισµός 13.1).
Ορισµός 2.8. ΄ΕστωX χώρος Banach. Λέµε ότι οX είναι Sξ ϕραγµένος αν ικανοpiοιούνται οι ακόλουθες
συνθήκες :
1. Ο χώρος X δεν piεριέχει ισοµορφικά τον `1.
2. Για κάθε ασθενώς µηδενική ακολουθία (xn)n∈N στον X και κάθε ε > 0 υpiάρχει L ∈ [N]∞ ώστε για
κάθε x∗ ∈ BX∗
{n ∈ L : |x∗(xn)| > ε} ∈ Sξ.
Στη συνέχεια ϑα αpiοδείξουµε ότι αν X είναι ένας διαχωρίσιµος χώρος Banach piου δεν piεριέχει
ισοµορφικά τον `1, τότε υpiάρχει διατακτικός ξ < ω1 ώστε ο X να είναι Sξ ϕραγµένος. Σε αυτό το
γεγνονός ϑα στηριχθούν οι κατασκευές piου ϑα ακολουθήσουν. Πριν piροχωρήσουµε στην αpiόδειξη
χρειάζεται να εισάγουµε εpiιpiλέον έννοιες και να υpiενθυµίσουµε γνωστά αpiοτελέσµατα. Ξεκινάµε µε τον
ορισµό του `1ξ spreading model (δες [12]).
Ορισµός 2.9. ΄Εστω (xn)n∈N µία νορµαρισµένη ακοµουθία σε ένα χώρο Banach X και έστω ξ ένας
αριθµήσιµος διατακτικός. Λέµε ότι η (xn)n∈N piαράγει `1ξ spreading model αν υpiάρχει C ≥ 0 ώστε
‖∑n∈F anxn‖ ≥ C∑n∈F |an| για καθε F ∈ Sξ και κάθε εpiιλογή piραγµατικών αριθµών (an)n∈F .
Παρατήρηση 2.3. Με ϐάση τον `1-Bourgain δείκτη (δες [22]) piροκύpiτει ότι ένας διαχωρίσιµος χώρος X
piεριέχει ισοµορφικά τον `1 αν για κάθε ξ < ω1, ο X έχει `1ξ spreading model. Εpiίσης, γνωρίζουµε ότι
`1-Bourgain δείκτης ενός χώρου piου έχει `1ξ spreading model είναι τουλάχιστον ω
ξ.
Θα χρειαστούµε ακόµη τα ακόλουθα συνδυαστικά αpiοτελέσµα αpiό το [28] και το [13].
Πρόταση 2.10. [28] ΄Εστω F µία κληρονοµική οικογένεια του [N]<ω και ξ < ω1. Υpiοθέτουµε εpiιpiλέον
ότι για κάθε L ∈ [N]∞ υpiάρχει G ∈ [L]∞ ώστε G ∈ F \ Sξ. Τότε υpiάρχει M ∈ [N]∞ ώστε Sξ[M ] ⊂ F .
Ορισµός 2.11. [13] Μία νορµαρισµένη ακολουθία (xn) σε ένα χώρο Banach λέγεται convexly uncon-
ditional αν για κάθε δ > 0 υpiάρχει C(δ) > 0 ώστε κάθε γραµµικός συνδυασµός x =
∑
anxn µε∑
n |an| = 1 να ικανοpiοιεί ότι ‖
∑±anxn‖ > C(δ) αν ‖x‖ > δ.
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Πρόταση 2.12. [13] Κάθε νορµαρισµένη ασθενώς µηδενική ακολουθία σε ένα χώρο Banach έχει υpiακο-
λουθία piου είναι convexly unconditional.
Τα piαραpiάνω ϐοηθούν να συµpiεράνουµε το ακόλουθο αpiοτέλεσµα.
Πρόταση 2.13. ΄Εστω X ένας διαχωρίσιµος χώρος Banach piου δεν piεριέχει ισοµορφικά τον `1. Τοτε
υpiάρχει ξ < ω1 ώστε για κάθε ασθενώς µηδενική ακολουθία (yn)n∈N στον X και για κάθε ε > 0 υpiάρχει
L ∈ [N]∞ ώστε για κάθε x∗ ∈ BX∗
{n ∈ L : |x∗(yn)| > ε} ∈ Sξ.
Αpiόδειξη. Εpiειδή ο χώρος X είναι διαχωρισιµος και δεν piεριέχει τον `1 αpiό Παρατήρηση 2.3 έχουµε
ότι ο `1-Bourgain δείκτης του X είναι το piολύ ωξ0 για κάpiοιο ξ0 < ω1. Ισχυριζόµαστε ότι ο χώρος X
είναι Sξ ϕραγµένος για κάθε ξ > ξ0. Πράγµατι, αν όχι τότε υpiάρχει ξ0 < ξ < ω1 ώστε ο X δεν είναι
Sξ ϕραγµένος και ϐρίσκουµε µία νορµαρισµένη ασθενώς µηδενική ακολουθία (xn)n∈N και ένα ε > 0
piου ικανοpiοιούν την αpiαγωγη σε άτοpiο. Αpiό Πρόταση 2.19 µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι η (xn) είναι
convexly unconditional. Θέτουµε
Fε =
{
F ∈ [N]<∞ ∃ x∗ ∈ BX∗ έτσι ώστε |x∗(xn)| > ε ∀n ∈ F
}
Είναι άµεσο ότι ηFε είναι κληρονοµική οικογένεια και εpiειδή η (xn) είναι ασθενώς µηδενική συνεpiάγεται
εpiιpiλέον ότι η Fε είναι συµpiαγής. Για κάθε M ∈ [L]∞ υpiάρχει G ∈ Fε[M ] ώστε G /∈ Sξ, γεγονός piου
οφείλεται στην εpiιλογή της (xn). Αpiό Πρόταση 2.10 υpiάρχει M ∈ [L]∞ ώστε Sξ[M ] ⊂ Fε. Εφόσον η
(xn) είναι convexly unconditional συνεpiάγεται ότι η (xn)n∈M piαράγει `1ξ spreading model. Εpiοµένως,
ο `1-Bourgain δείκτης του X είναι µεγαλύτερος αpiό ωξ (δες [12]), piου έρχεται σε αντίθεση µε την αρχική
µας υpiόθεση.
2.2.3 Ειδικοί Κυρτοί Συνδυασµοί
Σε αυτήν την ενότητα ϑα εισάγουµε την έννοια των γενικευµένων µέσων όρων όpiως piαρουσιάστηκε στο
[13], [17]. Υpiευνθυµίζουµε τον ακόλουθο ορισµό αpiό το [17], Κεφάλαιο 9.
Συµβολίζουµε µε (en)n∈N τη συνήθη ϐάση του c00(N). Για κάθε ξ < ω1 και L ∈ [N] ορίζουµε µία
block ακολουθία (ξLn )n∈N κυρτών συνδυασµών της (en)n∈N. Ο ορισµός γίνεται εpiαγωγικά piάνω στο ξ ως
εξής :
Για ξ = 0 ϑέτουµε ξLn = eln όpiου L = {l1 < l2 < l3 < . . .}.
΄Εστω 0 < ξ < ω1 και υpiοθέτουµε ότι η ακολουθία (ζLn )n∈N έχει οριστεί για κάθε ζ < ξ και L ∈ [N].
Αν ξ = ζ + 1 τότε
ξL1 =
1
l1
l1∑
i=1
ζLi
όpiου l1 = minL. Υpiοθέτουµε ότι ξL1 < ξL2 < . . . < ξLn έχουν οριστεί. ΄Εστω Ln = {l ∈ L : l >
max suppξLn} και kn = minLn.
ξLn+1 =
1
kn
kn∑
i=1
ζLni (= ξ
Ln
1 )
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Αν ξ είναι οριακός διατακτικός και (ξn)n∈N µία αύξουσα ακολουθία µη οριακών διατακτικών ώστε
suppξn = ξ, τότε η ακολουθία (ξLn )n∈N για L = {l1 < l2 < l3 < . . .} ορίζεται ως :
ξL1 = [ξl1 ]
L
1 .
Αν ξL1 < ξL2 < . . . < ξLn έχουν οριστεί, ϑέτουµε Ln = {l ∈ L : l > max suppξLn}, kn = minLn και
ξLn+1 = [ξkn ]
Ln
1
Η piρόταση piου ακολουθεί αpiοδεικνύεται στο [8] (δες ακόµη [17]).
Πρόταση 2.14. Για κάθε η < ζ < ω1 διατακτικούς, M ∈ [N] και ε > 0 υpiάρχει N ∈ [M ]∞ ώστε
sup
F∈Sη
∑
k∈F
ζ1L(k) < ε για κάθε L ∈ [N ]∞.
Για να ορίσουµε τους ειδικούς κυρτούς συνδυασµούς σε ένα χώρο Banach X µε FDD (Mn)n∈N
χρειάζεται piρώτα να ορίσουµε την ακόλουθη έννοια.
Ορισµός 2.15. ΄Εστω ζ, ξ < ω1 αριθµήσιµοι διατακτικοί ώστε ζ + 1 < ξ. ΄Εστω ακόµη ε > 0 και F
ένα piεpiερασµένο υpiοσύνολο του N µε F ∈ Sξ. Λέµε ότι µία piεpiερασµένη ακολουθία (an)n∈F ϑετικών
piραγµατικών είναι (ξ, ζ, ε, F ) ειδικοί συντελεστές αν ικανοpiοιούνται τα ακόλουθα:
(i) η (an)n∈F ειναι ϕθίνουσα και
∑
n∈F an = 1,
(ii) Για κάθε P ⊂ F ώστε P ∈ SMζ ισχύει ότι
∑
n∈P an < ε.
Αpiό Πρόταση 2.14 έχουµε το ακόλουθο αpiοτέλεσµα.
Πρόταση 2.16. ΄Εστω ξ, ζ < ω1 διατακτικοί ώστε ζ + 1 < ξ. Τότε για κάθε M ∈ [N]∞ και ε > 0, υpiάρχει
N ∈ [M ]∞ ώστε για κάθε L ∈ [N ]∞ αν ϑέσουµε η = ζ + 1, η piεpiερασµένη ακολουθία (ηL1 (i))max supp(ζ
L
1 )
i=1
είναι (ξ, ζ, ε, F ) ειδικοί συντελεστές.
Ορισµός 2.17. ΄Εστω X ένας χώρος Banach µε FDD (Mn)n∈N. ΄Εστω ακόµη ζ+ 1 < ξ < ω1 διατακτικοί
και ε > 0. ΄Ενας κυρτός συνδυασµός
∑
n∈F anxn στον X λέγεται (ε, ξ, ζ) ειδικός κυρτός συνδυασµός
(scc) αν ικανοpiοιούνται τα ακόλουθα:
(i) F ∈ Sξ, η ακολουθία (an)n∈F είναι ϕθίνουσα και
∑
n∈F an = 1.
(ii) Για κάθε P ∈ SMζ έχουµε ότι
∑
n:tn∈P an < ε όpiου tn = min suppxn για κάθε n.
Πόρισµα 2.18. (΄Υpiαρξη (ε, ξ, ζ) scc ) ΄Εστω X χώρος Banach µε FDD (Mn)n∈N, (xn)n∈N µία block
ακολουθία στον X, ε > 0 και ζ + 1 < ξ < ω1. Τότε για κάθεM ∈ [N]∞ υpiάρχει N ∈ [M ]∞ ώστε για κάθε
L ∈ [N ]∞ υpiάρχει (ε, ξ, ζ) scc της (xn)n∈L στον X.
Αpiόδειξη. ΄ΕστωM ∈ [N]∞. Βρίσκουµε υpiακολουθία (xn)n∈N της (xn)n∈M έτσι ώστε n+1 > min suppxn
για κάθε n ∈ N . Αpiό Πρόταση 2.16 για κάθε L ∈ [N ]∞ υpiάρχει F ⊂ L piεpiερασµένο µε F ∈ Sξ και
(an)n∈F ακολουθία ϑετικών piραγµατικών piου είναι (ξ, ζ, ε2 , F ) ειδικοί συντελεστές. Εύκολα ελέγχεται
ότι το στοιχείο
∑
n∈F anxn είναι ο Ϲητούµενος (ε, ξ, ζ) scc της (xn)n∈L.
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Στην συνέχεια piαρουσιάζουµε τις piρώτες εκτιµήσεις ειδικών κυρτών συνδυασµών σε Sξ ϕραγµένους
χώρους και ϑα χρησιµοpiοιηθούν για τη µελέτη της δοµής των L∞X,hi χώρων σε εpiόµενες ενότητες.
Λήµµα 2.19. ΄Εστω X χώρος Banach µε συρρικνούσα FDD και ξ < ω1 διατακτικός ώστε ο X είναι Sξ
ϕραγµένος. ΄Εστω ακόµη (xn)n∈N µία ασθενώς µηδενική νορµαρισµένη ακολουθία στον X. Τότε για κάθε
ζ > ξ + 1, ε > 0 και κάθε M ∈ [N]∞ υpiάρχει N ∈ [M ]∞ ώστε για κάθε κυρτό συνδυασµό∑n∈G rnxn της
(xn)n∈N και κάθε x∗ ∈ BX∗ , υpiάρχει Gx∗ ∈ Sξ ώστε
|x∗(
∑
n∈F
rnxn)| ≤ ε
∑
n∈F
rn +
∑
n∈Gx∗
rn.
Αpiόδειξη. ΄Εστω ζ > ξ + 1, ε > 0 και M ∈ [N]∞. Αpiό Ορισµό 2.8 για το ε υpiάρχει N ∈ [M ]∞ ώστε για
κάθε x∗ ∈ BX∗
Gx∗ = {n ∈ N : |x∗(xn)| > ε} ∈ Sξ.
΄Εστω
∑
n∈G rnxn ένας κυρτός συνδυασµός της (xn)n∈N . Εpiειδή η (xn)n είναι νορµαρισµένη, αpiό τα
piαραpiάνω συνεpiάγεται ότι για κάθε x∗ ∈ BX∗ ,
|x∗(
∑
n∈G
rnxn)| ≤ |x∗(
∑
n∈Gx∗
rnxn)|+ |x∗(
∑
n/∈Gx∗
rnxn)|
≤
∑
n∈Gx∗
rn|x∗(xn)|+
∑
n/∈Gx∗
rn|x∗(xn)|
≤
∑
n∈Gx∗
rn + ε
∑
n/∈Gx∗
rn ≤ ε
∑
n∈F
rn +
∑
n∈Gx∗
rn.
Πόρισµα 2.20. ΄ΕστωX ένας χώρος Banach µε συρρικνούσα FDD και ξ < ω1 διατακτικός ώστε οX είναι
Sξ ϕραγµένος και έστω ακόµη (xn)n∈N µία ασθενώς µηδενική και νορµαρισµένη ακολουθία στον X. Τότε
για κάθε ζ > ξ + 1, ε > 0 και κάθε M ∈ [N]∞ υpiάρχει ένας κυρτός συνδυασµός∑n∈G rnxn της (xn)n∈M
ώστε ‖∑n∈G rnxn‖ < ε.
Αpiόδειξη. Πρώτα εpiιλέγουµε N ∈ [M ]∞ ώστε να ικανοpiοιείται το Λήµµα 2.19. Αpiό Πρόταση 2.16, για
ζ > ξ + 1, N και ε/2 υpiάρχουν (ζ, ξ, ε2 , F ) ειδικοί συντελεστές (rn)n∈F . Ισχυριζόµαστε ότι ο κυρτός
συνδυασµός
∑
n∈F rnxn της (xn)n∈N είναι ο Ϲητούµενος. Πράγµατι όpiως piριν, αpiό Λήµµα 2.19 για M ,
ε
2 και
∑
n∈F rnxn έχουµε ότι για κάθε x∗ ∈ BX∗ υpiάρχει Gx∗ ∈ Sξ ώστε
|x∗(
∑
n∈F
rnxn)| ≤ ε
2
∑
n∈F
rn +
∑
n∈Gx∗
rn+ ≤ ε
2
+
ε
2
= ε.
το οpiοίο ολοκληρώνει την αpiόδειξη.
Παρατήρηση 2.4. Ειδικότερα για κάθε ζ > ξ + 1, ε > 0 και M ∈ [N]∞ υpiάρχει N ∈ [M ]∞ ώστε για
κάθε (ε, ξ, ζ) ειδικό κυρτό συνδυασµό
∑
n∈G rnxn της (xn)n∈N να ισχύει ότι ‖
∑
n∈G rnxn‖ < ε.
Πράγµατι, για κάθε M ∈ [N]∞ αpiό Πόρισµα 2.18 υpiάρχει ένα piεραιτέρω άpiειρο υpiοσύνολο N του M
ώστε η (xn)n∈N έχει την ιδιότητα ότι n + 1 > min suppxn για κάθε n ∈ N . Το συµpiέρασµα έpiεται
χρησιµοpiοιώντας piαρόµοια εpiιχειρήµατα µε το Πόρισµα 2.20 και το γεγονός ότι η οικογένεια Sξ είναι
spreading.
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2.2.4 Χώροι Mixed Tsirelson
Υpiενθυµίζουµε τον ορισµό του T [(SMξj , 1mj )j όpiου ξ1 < ξ2 < . . . < ω1 είναι διατακτικοί και 1 < m1 <
m2 < . . . ακέραιοι. Ο T [(SMξj , 1mj )j ορίζεται να είναι η piλήρωση του c00(N) ως piρος τη νόρµα
‖x‖ = {f(x) : x ∈W}
όpiουW είναι ένα συµµετρικό υpiοσύνολο της µοναδιαίας µpiάλας B`∞ piου ορίζεται αpiό τις piαραµέτρους
(ξj) και (mj). Κάθε στοιχείο f ∈W είτε είναι µονοσύνολο ±e∗q για κάpiοιο q ∈ N ή γράφεται στη µορφή
f = m−1j
∑k
i=1 fi για κάpiοιο j ∈ N, όpiου (fi)ki=1 είναι SMξj allowable. Σε αυτή τη piερίpiτωση ορίζουµε
το ϐάρος της f , w(f), ως w(f) = mj .
Το σύνολο W είναι το µικρότερο υpiοσύνολο του c00(N) piου ικανοpiοιεί τα ακόλουθα:
1. Το W είναι συµµετρικό και για κάθε f ∈W και I ⊆ N διάστηµα ο piεριορισµός f |I ανήκει στο W .
2. ±e∗q ∈W για κάθε q ∈ N.
3. Αν f1, . . . , fk είναι SMξ2j -allowable στοιχεία του W τότε f =
1
m2j
∑k
i=1 fi ∈W .
Για τις κατασκευές αυτού του κεφαλαίου ϑα χρησιµοpiοιήσουµε τον χώρο T [(SMξj+1, 1mj )j . ΄Εστω
(mj)j∈N µία ακολουθία ϕυσικών αριθµών ώστε
m1 = 4, mj+1 ≥ mj2 για κάθε j ≥ 1.
Ορίζουµε qj = 2 log2(mj) για κάθε j ∈ N και εpiαγωγικά εpiιλέγουµε µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία
διατακτικών (ξj)j∈N ώστε
ξj > ξj−1 · 22mj
και Sξj ⊃ Sξj−1 (δες Λήµµα 2.7), όpiου ϑέτουµε ξ0 = ξ < ω1. Αpiό Λήµµα 2.7 piροκύpiτει ότι SMξj ⊃ SMξj−1
για κάθε j ∈ N.
Για τη συνέχεια ϑα χρειαστεί να ορίσουµε και µία άλλη ακολουθία διατακτικών (ζj)j ώστε ξj < ζj <
ξj+1. Για την ακρίβεια, εpiιλέγουµε ζj > (ξj + 1) · qj+1 + 1 ώστε (ζj + 1)qj+1 < ξj+1 και Sζj ⊃ Sξj+1
(Λήµµα 2.7). Είναι γνωστό ότι Sξ ⊂ Sξ+1 για κάθε διατακτικό ξ < ω1, όpiως για ζ < ξ δεν γνωρίζουµε
ότι Sζ ⊂ Sξ. Αpiό την εpiιλογή των (ξj)j (ζj)j συνεpiάγεται ότι ξ + 1 < ξj < ζj , Sξj ⊂ Sξj+1 και Sξj ⊂ Sζj
για κάθε j ∈ N.
Ο χώρος Banach T [(SMξj+1, 1mj )j είναι αυτοpiαθής και δεν piεριέχει ισοµορφικά τον c0 και `p για καθε
1 ≤ p <∞. Εpiίσης, έχει νορµαρισµένη Schauder ϐάση piου συµβολίζουµε µε (ei)i.
Εκτιµήσεις στη ϐάση του T [(SMξj+1,
1
mj
)j ]
Υpiενθυµίζουµε τον ακόλουθο ορισµό αpiό το [17] (Κεφάλαιο 3).
Ορισµός 2.21 (Το δέντρο Tf για συναρτησιακό f ∈W ). ΄Εστω f ∈ W . Με δέντρο της f (ή δέντρο piου
αντιστοιχεί στην ανάλυση της f ) εννοούµε µία piεpiερασµένη ακολουθία Tf = (ft)t∈A, όpiου A είναι ένα
piεpiερασµένο δέντρο µε µοναδική ϱίζα 0 ∈ A, µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
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1. f0 = f και ft ∈W για κάθε t ∈ A.
2. Κάθε t ∈ A είναι µεγιστικό αν και µόνο αν ft = ±e∗n.
3. Για κάθε t ∈ A piου δεν είναι µεγιστικό, αν St = {s1, . . . , sd} είναι το σύνολο όλων των αµέσως
εpiόµενων του t, υpiάρχει j ∈ N ώστε η οικογένεια (fs1 , . . . , fsd) είναι SMξj+1 allowable και ft =
1
mj
d∑
i=1
fsi .
Είναι άµεσο ότι κάθε f ∈W έχει δέντρο το οpiοίο δεν είναι αpiαραίτητα µοναδικό.
Οι piρώτες εκτιµήσεις piάνω στη ϐάση του χώρου T [(SMξj+1, 1mj )j ] ϐασίζονται στο ακόλουθο λήµµα piου
είναι ανάλογο του λήµµατος 3.16 στο [17] (Κεφάλαιο 3). Υpiενθυµίζουµε ότι qj = 2 log2mj .
Λήµµα 2.22. ΄Εστω f ∈W [(SMξj+1, 1mj )j ].
( i) Για j = 2, 3, . . . έχουµε ότι {k ∈ N : |f(ek)| > 1mj } ∈ (SMξj−1+1)log2mj−1.
( ii) Αν j = 2, 3, . . . ώστε υpiάρχει Tf = (ft)t∈A δέντρο της f µε w(f) 6= mj για κάθε t ∈ A τότε
{k ∈ N : |f(ek)| > 1m2j } ∈ (S
M
ξj−1+1)
qj−1.
Πρόταση 2.23. ΄Εστω ε > 0, j ∈ N µε j > 1 ώστε ε < 1mj . ΄Εστω ακόµη στοιχείο x =
∑
k∈F
akek στον
T [(SMξj+1, 1mj )j ] piου είναι (ε, ξj , ζj−1) scc όpiου F ⊂ L. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα :
( i) Αν L άpiειρο υpiοσύνολο του N ώστε (SMξj−1+1)
log2mj [L] ⊂ SMζj−1 (Λήµµα 2.5) ώστε F ⊂ L και
f ∈W [(SMξj+1, 1mj )j ], τότε
|f(x)| ≤

ε αν f = ±e∗q
1
mi
αν w(f) = mi, i ≥ j
2
mimj
αν w(f) = mi, i < j
και άρα |f(x)| ≤ 1mj .
( ii) Αν L άpiειρο υpiοσύνολο του N ώστε (SMξj−1+1)
qj [L] ⊂ SMζj−1 και f ∈ W [(SMξj+1, 1mj )j ] µε ανάλυση
Tf = (ft)t∈A ώστε w(f) 6= mj για κάθε t ∈ A και ε ≤ 1m2j τότε |f(x)| ≤
1
m2j
.
Αpiόδειξη. Ξεκινάµε µε το (i). Μpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι suppf ⊂ F ⊂ L και f(ek) ≥ 0 για κάθε
k ∈ N. Εpiοµένως, αν f = e∗q για q ∈ F τότε f(x) = aq < ε εpiειδή {q} ∈ SM0 ⊂ SMζj−1 .
Αν w(f) = mi για i ≥ j τότε έχουµε ότι f(x) ≤ 1mi εpiειδή ‖f‖∞ ≤ 1mi και
∑
k∈F
ak = 1.
΄Εστω f ∈ W µε w(f) = mi για i < j. Τότε f = 1mi (f1 + f2 + · · · + fd) για κάpiοια SMξi+1 allowable
ακολουθία (f1, f2, . . . , fd) στο W . Για t = 1, 2, . . . , d ϑέτουµε
Dt = {q ∈ N : ft(eq) > 1
mj
} και D =
d⋃
t=1
Dt.
2.3. Η (X,HI) ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗΣ BD-L∞ ΧΩΡΩΝ 37
Αpiό Λήµµα 2.22 έχουµε ότιDt ∈ (SMξj−1+1)log2mj−1 για κάθε t = 1, 2, . . . , d. Συνεpiώς, αφού η ακολουθία
(f1, f2, . . . , fd) είναι SMξi+1 allowable και άρα SMξj−1+1 allowable (εφόσον i ≤ j − 1) εpiειδή Dt ⊂ suppft
για κάθε t = 1, 2, . . . , d συµpiεραίνουµε ότι η ακολουθία (D1, D2, · · · , Dd) είναι SMξj−1+1 allowable. ΄Αρα
αpiό τα piαραpiάνω έχουµε ότι
D ∈ SMξj−1+1 ∗ (SMξj−1+1)log2mj−1 = (SMξj−1+1)log2mj . (2.1)
Εpiειδή D ⊂ L και το στοιχείο x είναι (ε, ξj , ζj−1) scc, συνεpiάγεται ότι
∑
q∈D
aq < ε. Συµpiεραίνουµε ότι,
f(x) =
1
mi
d∑
t=1
ft(
∑
k∈F
akek) =
1
mi
(
d∑
t=1
ft|D(
∑
k∈F
akek) +
d∑
t=1
ft|N\D(
∑
k∈F
akek)
)
≤ 1
mi
(∑
k∈D
ak +
1
mj
)
<
1
mi
(ε+
1
mj
)
≤ 1
mi
(
1
mj
+
1
mj
) =
2
mimj
.
Το (ii) αpiοδεικνύεται piαρόµοια.
2.3 Η (X, hi) µέθοδος εpiέκτασης BD-L∞ χώρων
2.3.1 Η µέδοθος εpiέκτασης
΄Ενα αpiό τα κεντρικά εργαλεία για τις κατασκευές αυτού του κεφαλαίου είναι µία µέθοδος εpiέκτασης
piου piαρουσιάστηκε στο [27]. Αυτή η µέθοδος µας δίνει τη δυνατότητα να εµφυτεύσουµε τον αρχικό χωρο
X σε έναν BD-L∞ χώρο X και στη συνέχεια τροpiοpiοιώντας τη µέθοδο στο [10] ορίζουµε ένα νέο BD-L∞
χώρο, piου συµβολίζεται µε L∞X,hi ο οpiοίος piεριέχει τον X ισοµορφικά αλλά διαθέτει εpiιpiλέον ιδιότητες
αpiό τον X.
Για να piεριγράψουµε τα ϐασικά ϐήµατα της µεθόδου κατασκευής του L∞X,hi, χρειάζεται piρώτα να
υpiενθυµίσουµε τη µέθοδο κατασκευής L∞ χώρων όpiως piαρουσιάστηκε στο [10].
΄Εστω (∆n)n µία ακολουθία piεpiερασµένων και ξένων ανά δύο υpiοσυνόλων του N. ΄Ενας χώρος
Banach X λέγεται BD-L∞ (piου αντιστοιχεί στην (∆n)n∈N) αν ικανοpiοιούνται τα ακόλουθα:
(i) Ο X είναι ένας υpiόχωρος του `∞(Γ) όpiου Γ = ∪∞n=0∆n.
(ii) Θέτοντας Γn = ∪nk=0∆k για κάθε n ∈ N, υpiάρχει µία οικογένεια (in,m)n≤m οµοιόµορφα ϕραγµένων
τελεστών in,m : `∞(Γn) → `∞(Γm) ώστε in,n = Id`∞(Γn) και για κάθε k ≤ n ≤ m να ισχύει ότι
ik,m = in,m ◦ ik,n.
(iii) X = ∪∞n=0Xn όpiου Xn = in(`∞(Γn)) και in = limm→∞ in,m. Εpiιpiλέον, η ακολουθία (Mn)n∈N,
όpiουMn = in(`∞(∆n)) είναι µία FDD για τον X µε τις αντίστοιχες piροβολές P{n}(x) = in(x|Γn)−
in−1(x|Γn−1).
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΄Εστω X ένας χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή. Αpiό [27] (Θεώρηµα Α) ο X εµφυτεύεται σε
έναν BD-L∞ χώρο X piου αντιστοιχεί σε κάpiοια ακολουθία (∆n)n∈N ώστε X ⊂ `∞(∪n∆n) και έχεισυζυγή
X∗ ισόµορφο µε τον `1. Εpiιpiλέον, η FDD του X, (Mn)n∈N σέβεται τη δοµή του X. Για την ακρίβεια
µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι το σύνολο {x ∈ X : suppx piεpiερασµένο} είναι piυκνό υpiοσύνολο του X.
Ορισµός 2.24. ΄Εστω X ένας χώρος Banach µε FDD (Mn)n∈N. ΄Ενας υpiόχωρος X του X λέγεται οµαλά
εµφυτεύσιµος στον X ως piρος την FDD (Mn)n∈N αν ισχύει ότι το σύνολο c00(
⊕∞
n=1Mn)∩X είναι piυκνό
στον X, µε άλλα λόγια το σύνολο piου αpiοτελέιται αpiό στοιχεία του X µε piεpiερασµένο support είναι
piυκνό στον X.
Εpiοµένως, αν X χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή, τότε αpiό M. Zippin ([45]) ο X εµφυτεύεται
σε ένα χώρο Banach W µε συρρικνούσα ϐάση. Αpiό W.B. Johnson, H.P. Rosenthal και Zippin στο [35]
(όpiως και στο [41], Λήµµα 3.1) µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι ο W έχει µία FDD (En)n∈N piου είναι
συρρικνούσα και X είναι οµαλά εµφυτεύσιµος υpiόχωρος του W , ως piρος την (En)n. Αpiό D. Freeman,
E. Odell Th. Schlumprecht στο [27] (Θεώρηµα Α ,δες ακόµη [7]), ο piαραpiάνω W εµφυτεύεται σε έναν
BD-L∞ χώρο X µε συρρικνούσα FDD (Mn)n∈N έτσι ώστε κάθε En εµφυτεύεται στο Mkn για κάpiοια
αύξουσα ακολουθία ϕυσικών (kn)n∈N. ΄Ολα τα piαραpiάνω piεριέχονται στο piαρακάτω ϑεώρηµα.
Θεώρηµα 2.25. ΄ΕστωX χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή. Τότε οX piεριέχεται ισοµορφικά σε έναν
BD χώρο X µε συρρικνούσα FDD (Mn)n∈N έτσι ώστε η ισοµορφική εικόνα τουX είναι οµαλά εµφυτεύσιµος
υpiόχωρος του X, ως piρος την (Mn)n∈N.
Στη συνέχεια, οpiοτεδήpiοτε αναφερόµαστε σε χώρο X piου είναι υpiόχωρος ενός BD χώρου µε συρρι-
κνούσα FDD (Mn)n∈N ϑα εννοούµε εpiιpiλέον ότι ο X είναι οµαλά εµφυτεύσιµος, ως piρος την (Mn)n∈N.
΄Εστω X, X όpiως στο Θεώρηµα 2.25 και (Mn)n∈N η FDD του X, piου αντιστοιχεί στην (∆n)n∈N.
Τροpiοpiοιώντας κατάλληλα την µέθοδο εpiέκτασης στο [27] piου εpiίσης χρησιµοpiοιήθηκε στο [7](Κεφάλαιο
2), κατασκευάζουµε ένα χώρο L∞X piου έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :
(i) Ο L∞X είναι BD-L∞ χώρος µε διαχωρίσιµο συζυγή.
(ii) Αν (∆n)n∈N είναι µία ακολουθία ξένων ανά δύο και piεpiερασµένων υpiοσυνόλων του N ώστε L∞X ⊂
`∞(Γ) όpiου Γ = ∪n∈N∆n, τότε ∆2k−1 = ∆k για κάθε k ∈ N.
(iii) Υpiάρχει ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής Φ : L∞X → X, piου ορίζεται ως Φ(y) = y|Γ και
ένας υpiόχωρος X του L∞X ώστε Φ|X είναι ισοµορφισµός µεταξύ των X και X.
Ο χώρος L∞X µpiορεί να αpiοκτήσει εpiιpiλέον ιδιότητες ανάλογα µε τον τρόpiο piου ορίζονται τα σύνολα
∆2k. Στη δική µας piερίpiτωση,τα σύνολα ορίζονται χρησιµοpiοιώντας τη µέθοδο κατασκευής καθολικά
αδιάσpiαστου χώρου στο [10] και ο χώρος L∞X ϑα συµβολίζεται ως L∞X,hi. ΄Οpiως ϑα αpiοδείξουµε σε εpiό-
µενες ενότητες ο χωρος piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος και έχει την "scalar-plus-compact"
ιδιότητα. Εpiιpiλέον, σε ειδικές piεριpiτώσεις χώρων X, ο L∞X,hi έχει την "scalar-plus-compact" ιδιότητα.
Για τη συνέχεια ϑα χρησιµοpiοιούµε γράµµατα όpiως ξ, ζ για να συµβολίζουµε διατακτικούς ενώ µε
α, β, γ, η ϑα συµβολίζουµε τα στοιχεία του Γ.
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2.3.2 Η κατασκευή του χώρου L∞X,hi
΄Εστω X ένας χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή και έστω X ένας BD-L∞ χώρος µε συρρίκνουσα
FDD (Mn)n∈N, piου αντιστοιχεί σε µία ακολουθία συνόλων (∆n)n∈N (Υpiενθυµίζουµε ότι ϑεωρούµε τον
X οµαλά εµφυτεύσιµο υpiόχωρο του X). Αpiό Πρόταση 2.20, υpiάρχει διατακτικός ξ < ω1 ώστε ο χώρος
X είναι Sξ ϕραγµένος. ΄Εστω ακολουθία διατακτικών (ξj)j∈N ώστε ξ < ξj < ω1 για κάθε j ∈ N και µία
αυστηρά αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών (mj)∞j=1 όpiως στην υpiοενότητα 1.4.
Παρατήρηση 2.5. Στην ειδική piερίpiτωση piου ο X είναι οµοιόµορφα κυρτός αpiοδεικύεται ([17]) ότι ο δια-
τακτικός ξ είναι µικρότερος του ω. Εpiοµένως, στη ϑέση των διατακτικών (ξj)j µpiορούµε να εpiιλέξουµε µία
αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών (nj)j piου ικανοpiοιούν αντίστοιχες συνθήκες µε αυτές piου ορίζονται
στο [17].
Θα ορίσουµε τα σύνολα ∆2n χρησιµοpiοιώντας τις Schreier Οικογένειες (Sξj )∞j=1 και µία κωδικοpiοί-
ηση σ : Γ → N (δες [10]). Ειδικότερα, για κάθε n ∈ N και γ ∈ ∆2n, το στοιχείο γ αναpiαρίσταται ως
γ = (2n, η,Fη,mj , b∗) όpiου rank γ = 2n, η ∈ ∆2p µε p < n, b∗ ∈ B`1(Γ2n−1\Γ2p), weight(γ) = mj ,
age(γ) = |Fγ | µε Fγ ∈ Sξj και ‖e∗γ |X‖ ≤ 2.
Θέτουµε ∆0 = Γ0, ∆n = Γn \ Γn−1 για n = 1, 2, 3, . . . και ∆2n−1 = ∆n για κάθε n = 1, 2, . . ..
Ακολουθώντας την Bourgain-Delaben µέθοδο (όpiως έχει piεριγραφεί στο Κεφάλαιο 1), για n ≤ m ∈ N
ορίζουµε µε εpiαγωγή έναν γραµµικό τελεστή (όpiως σε piροηγούµενα κεφάλαια) in,m : `∞(Γn)→ `∞(Γm)
ως :
Για m = n ορίζουµε in,n : `∞(Γn)→ `∞(Γn) ως in,n = Id`∞(Γn).
Για m = n+ 1 ορίζουµε in,n+1 : `∞(Γn)→ `∞(Γn+1) µε τον κανόνα
in,n+1(x)(γ) =
{
x(γ), αν γ ∈ Γn
c∗γ(x), αν γ ∈ ∆n+1
για κάθε x ∈ `∞(Γn) όpiου c∗γ : `∞(Γn)→ R είναι ένας γραµµικός τελεστής. Υpiοθέτουµε ότι οι τελεστές
in,m έχουν οριστεί και ϑέτουµε in,m+1 = im,m+1 ◦ in,m. Είναι άµεση συνέpiεια ότι για κάθε n < l < m,
in,m = il,m ◦ in,l. ΄Εστω in : `∞(Γn) → RΓ το όριο in = limm→∞ in,m. Θέτουµε Yn = in[`∞(Γn)] και
L∞X,hi =
⋃
n∈N
Yn. Συµβολίζουµε µε Rn : `∞(Γ) → `∞(Γn) τον τελεστή piεριορισµού Rn(x) = x|Γn και
ορίζουµε piροβολές P {n} : L∞X,hi → L∞X,hi ως P {n}(x) = in(Rn(x)) − in−1(Rn−1(x)). Αν I διάστηµα
της µορφής (m,n], ορίζουµε P I =
∑n
i=m+1 P {i}. Εpiιpiλέον, όpiως στο [10] για κάθε γ ∈ Γ ορίζουµε
ένα γραµµικό συναρτησιακό d∗γ ας d
∗
γ = e
∗
γ − c∗γ = e∗γ ◦ P {rank γ} και ϑέτουµε Mn = in[`∞(∆n)]. Αν
υpiοθέσουµε ότι οι τελεστές in,m είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι ο χώρος L∞X,hi piου ορίζεται piαραpiάνω είναι
BD-L∞ χώρος µε FDD την (Mn)n. (δες [10])
Ορισµός 2.26. Ορίζουµε τελεστή Φ : L∞X,hi → X ώστε Φ(y) = y|∪∞j=1∆2j−1 , για κάθε y ∈ L
∞
X,hi.
Εpiαγωγικά ϑα ορίσουµε τα σύνολα ∆n, τα συναρτησιακά c∗γ για κάθε γ ∈ ∆n και ταυτοχρόνως
τελεστές
Tn : c00(
∞⊕
n=1
Mn)→ `∞(Γn).
40 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. HI ΕΜΦΥΤΕΥΣΕΙΣ L∞ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΧΩΡΟΙ BANACH ΜΕ ΠΟΛΥ ΛΙΓΟΥΣ ΤΕΛΕΣΤΕΣ
Ξεκινάµε εpiιλέγοντας µία ακολουθία ϕυσικών αριθµών (Nn)n∈N και για κάθε p, n έστω Bn,p το σύνολο
piου αpiοτελείται αpiό γραµµικούς συνδυασµούς b∗ =
∑
η∈Γn\Γp aηe
∗
η, ώστε
∑
η∈Γn\Γp |aη| ≤ 1 και κάθε
συντελεστής aη είναι ϱητός µε piαρονοµαστή piου διαιρεί το Nn!. Η ακολουθία Nn µpiορεί να εpiιλεγεί µε
τέτοιο τρόpiο ώστε το σύνολο Bn,p να είναι 2−n-piυκνό υpiοσύνολο της µοναδιαίας µpiάλας του `1(Γn \Γp).
Θα εισάγουµε στην εpiαγωγή και τον ορισµό της συνάρτησης κωδικοpiοίησης σ : Γ → N (όpiως στο [10])
έτσι ώστε σ(γ) > rank γ για κάθε γ ∈ Γ.
Θέτουµε ∆1 = ∆1.
Υpiοθέτουµε ότι για κάθε k < 2n, τα σύνολα ∆k, τα συναρτησιακά (c∗γ)γ∈∆k και οι τελεστές Tk έχουν
οριστεί ώστε να ικανοpiοιούν τα ακόλουθα:
1. Για κάθε 2k < 2n, κάθε γ ∈ ∆2k έχει ϐάρος, w(γ), και ηλικά age(γ) µε a(γ) = |Fγ | όpiου Fγ ∈ Sξj
αν w(γ) = mj . Ακόµη έχουµε ορίσει σ(γ) ∈ N ώστε σ(γ) > 2k.
2. Για κάθε 2k−1 < 2n, ∆2k−1 = ∆k και για κάθε γ ∈ ∆2k−1 ϑέτουµεw(γ) = 1 και c∗γ : `∞(Γ2n−2)→
R ώστε c∗γ(x) = c∗γ(Φ(x)).
3. Για κάθε k < 2n, Tk(x) = xk όpiου
xk =
{
x2l−2 + x|∆l αν k = 2l − 1
i2l−1,2l(x2l−1), αν k = 2l
Ορίζουµε,
∆2n =
n⋃
j=1
{(m2j , b∗) : b∗ ∈ B2n−1,0}
∪
2n−1⋃
p=1
bp/2c⋃
j=1
{
(2n, η,Fη,m2j , b∗) : η ∈ ∆2p, w(η) = m2j , Fη ∈ Sξ2j
µη µεγιστικό, Fη ≤ rank η, b∗ ∈ B2n−1,2p και
‖e∗η +m−12j (b∗ ◦R2n−1 − b∗ ◦ i2p,2n−1 ◦R2p)|T2n−1(X)‖ ≤ 2
}
∪
b(2n+1)/2c⋃
j=1
{
(m2j−1, e∗β) : β ∈ Γ2n−1 και w(β) = m4i−2 > m22j−1
}
∪
2n−1⋃
p=1
b(p+1)/2c⋃
j=1
{
(2n, η,Fη,m2j−1, e∗β) : η ∈ ∆2p, w(η) = m2j−1,Fη ∈ Sξ2j−1
µη µεγιστικό ,Fη ≤ rank η, β ∈ Γ2n−1 \ Γ2p,
w(β) = m4σ(η) και
‖e∗η +m−12j (e∗β ◦R2n−1 − e∗β ◦ i2p,2n−1 ◦R2p)|T2n−1(X)‖ ≤ 2
}
.
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Για γ ∈ ∆2n,
1. Αν το γ είναι της µορφής (mj , b∗) ορίζουµε
Fγ = {2n} και c∗γ = m−1j (b∗ ◦R2n−1 − b∗ ◦ i2p,2n−1 ◦R2p).
2. Αν το γ είναι της µορφής (2n, η,Fη,mj , b∗), ορίζουµε
Fγ = Fη ∪ {2n} και c∗γ = e∗η +m−1j (b∗ ◦R2n−1 − b∗ ◦ i2p,2n−1 ◦R2p).
Τέλος, ορίζουµε τελεστή T2n : c00(
⊕
n∈NMn)→ `∞(Γ2n) ως
T2n(x) = i2n−1,2n(x2n−1)
για κάθε x ∈ c00(
⊕
n∈NMn), όpiου x2n−1 = T2n−1.
Παρατήρηση 2.6. Ο ορισµός των συνόλων Bn,p συνεpiάγεται την ακόλουθη χρήσιµη piαρατήρηση. Αν
b∗ ∈ B`1(Γn\Γp) µε ϱητούς συντελεστές τότε υpiάρχει n′ ≥ n ώστε b∗ ∈ Bn′,p. Πράγµατι, το b∗ είναι της
µορφής b∗ =
∑
η∈Γ2n−1\Γp aηe
∗
η, ώστε
∑
η∈Γ2n−1\Γp |aη| ≤ 1 και κάθε aη είναι ϱητός aη =
kη
mη
. Εpiειδή η
ακολουθία (Nn)n∈N είναι αυστηρά αύξουσα, υpiάρχει l ∈ N ώστε maxηmη < Nl και είναι άµεσο ότι το l
ικανοpiοιεί την υpiόθεση (δηλαδή είναι το Ϲητούµενο n′ ≥ n).
2.3.3 Το οµοιόµορφο ϕράγµα των τελεστών {im,n}m≤n
΄Οpiως στο [10] ϑα αpiοδείξουµε το ακόλουθο:
Πρόταση 2.27. Για κάθε n ≤ m, ‖in,m‖ ≤ 2.
Αpiόδειξη. Θα χρησιµοpiοιήσουµε µε εpiαγωγή piάνω στο m για κάθε n ≤ m. Για m = 1 είναι άµεσο ότι
‖i0,1‖ = 0 ≤ 2. Υpiοθέτουµε ότι για δοσµένο m και για κάθε n ≤ m, ισχύει ότι ‖in,m‖ ≤ 2. Θα δείξουµε
ότι για κάθε n ≤ m + 1 ‖in,m+1‖ ≤ 2. ΄Εστω ότι n = m και έστω x ∈ B`∞(Γm). Αpiό τον ορισµό των
τελεστών im,n, αρκεί να δείξουµε ότι |c∗γ(x)| ≤ 2 για κάθε γ ∈ ∆m+1. Αν m + 1 = 2k − 1 για κάpiοιο
k ∈ N, τότε |c∗γ(x)| = c∗γ(x|∪k−1j=1∆2j−1) και άρα ισχύει. ΄Εστω τώρα ότι m+ 1 = 2l για κάpiοιο l ∈ N. Τότε
το στοιχείο γ είναι της µορφής γ = (m + 1, η,Fη,mj , b∗) ώστε η ∈ ∆2p µε 2p < m και b∗ ∈ Γm \ Γp.
Εύκολα ϐλέpiουµε ότι
c∗γ(x) = e
∗
η(x) +
1
mj
(b∗ ◦Rm − b∗ ◦ i2p,m ◦R2p)
και άρα χρησιµοpiοιώντας την εpiαγωγική µας υpiόθεση έχουµε ότι
|c∗γ(x)| ≤ ‖x‖+
1
mj
(‖x‖+ ‖i2p,m(x)‖) ≤ 2.
΄Εστω n < m, x ∈ B`∞(Γn) και γ ∈ ∆m+1. Ανm+1 = 2l−1 για κάpiοιο l, piαρόµοι αόpiως piαραpiάνω
συµpiεραίνουµε ότι ισχύει. ΄Εστω λοιpiόν ότι m + 1 = 2l για κάpiοιο l ∈ N. Τότε το γ αναpiαρίσταται ως
γ = (2l, η,Fη,mj , b∗) και c∗γ = e∗η+ 1mj (b∗◦Rn−b∗◦i2p,n◦R2p). ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες piεριpiτώσεις :
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1. 2p ≥ m
Τότε ισχύει ότι
Rn ◦ im,n(x)− i2p,n ◦R2p ◦ im,n(x) = im,n(x)− im,n(x) = 0,
εpiοµένως αpiό την εpiαγωγική υpiόθεση έχουµε ότι |c∗γ(im,n(x))| ≤ 2.
2. 2p < m
Σε αυτή τη piερίpiτωση έχουµε ότι Rn ◦ im,n(x) − i2p,n ◦ R2p(x) = im,n(x) − i2p,n(x|Γ2p). Αυτό σε
συνδυασµό µε την εpiαγωγική µας υpiόθεση συνεpiάγεται ότι
|c∗γ(im,n(x))| ≤ |im,n(x)(η)|+
1
mj
‖im,n(x)‖+ 1
mj
‖i2p,n(x|Γ2p)‖
≤ 1 + 4
mj
≤ 2.
Η αpiλούστερη piερίpiτωση piου το στοιχείο γ είναι της µορφής γ = (mj , b∗) αντιµετωpiίζεται µε
piαρόµοιο τρόpiο.
Το γεγονός ότι για κάθε k,m οι τελεστές ik,m είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι συνεpiάγεται ότι οι τελεστές
Tn είναι ϕραγµένοι. Αυτό ϐέβαια δε συνεpiάγεται ότι οι Tn είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι στον X. Στην
ακόλουθη piρόταση ϕαίνεται ο λόγος piου χρειαζόµαστε να υpiοθέσουµε ότι ο χώρος Banach X είναι
οµαλά εµφυτεύσιµος υpiόχωρος του BD χώρου X.
Πρόταση 2.28. Οι εναγόµενοι τελεστές Tn|X είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι. Εpiιpiλέον, υpiάρχει γραµµικός
και ϕραγµένος τελεστής T : X → L∞X,hi ώστε Φ(T (x)) = x για κάθε x ∈ X και εpiοµένως Φ|T (X) είναι
ισοµορφισµός µεταξύ των T (X) και X.
Αpiόδειξη. Υpiενθυµίζουµε ότι οι Tn : c00(
⊕∞
n=1Mn)→ `∞(Γn) ορίζονται ως
Tn(x) = xn =
{
x2k−2 + x|∆k αν n = 2k − 1
i2k−1,2k(x2k−1), αν n = 2k
΄Εστω x ∈ X ∩ c00(
⊕∞
n=1Mn) και n0 = max suppx, (ως piρος την FDD (Mn)n∈N). Εύκολα ϐλέpiουµε ότι
για n > 2n0 − 1, inTn(x) = i2n0T2n0(x). Ορίζοντας
Tn : X ∩ c00(
∞⊕
n=1
Mn)→
n∑
k=1
⊕
Mk
µε τον κανόνα x → inTn(x), είναι άµεσο ότι η ακολουθία {Tn(x)}n∈N είναι συγκλίνουσα για κάθε
x ∈ X ∩ c00(
⊕∞
n=1Mn). Εpiοµένως, αν T = w∗− limTn, ο τελεστής T : X → L∞X,hi είναι γραµµικός και
ϕραγµένος. Για γ ∈ Γ, έχουµε ότι
T (x)(γ) = d
∗
γ(Tx) + c
∗
γ(Tx).
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Στην piερίpiτωση piου γ ∈ Γ, τότε e∗γ(Tx) = e∗γ(x) και εpiοµένως ‖x‖X ≤ ‖T (x)‖. ∆ιαφορετικά, γ ∈ ∆2n
για κάpiοιο n και ισχύει ότι
d
∗
γ(Tx) = d
∗
γ(T2n−1(x)) = 0.
Αpiό τον ορισµό του ∆2n, piροκύpiτει ότι |T (x)(γ)| = |c∗γ(T2n−1x)| ≤ 2‖x‖X τα piαραpiάνω έχουµε ότι
‖x‖X ≤ ‖T (x)‖ ≤ 2‖x‖X.
Τέλος, εpiειδή ο X είναι οµαλά εµφυτεύσιµος συνεpiάγεται ότι το σύνολο X ∩ c00(
⊕∞
n=1Mn) είναι piυ-
κνό στον X και εpiοµένως ο T είναι ϕραγµένος. Εpiιpiλέον, εφόσον Φ(y) = y|Γ για κάθε y ∈ L∞X,hi,
συµpiεραίνουµε ότι Φ(T (x)) = x για κάθε x ∈ X και έχουµε το Ϲητούµενο.
Παρατηρήσεις.
1. Αpiό τον ορισµό των piροβολών P I , όpiου I είτε είναι µονοσύνολο ή της µορφής I = (m,n] για κάpiοιο
m > 0 και n > m, έχουµε ότι ‖P I‖ ≤ 4. Αν I = (n,∞), τότε ‖P I‖ ≤ 3 ενώ για I = (0, n] για n ∈ N
piαρατηρούµε ότι ‖P I‖ = ‖in‖ ≤ 2.
2. Για γ ∈ ∆2n της µορφής γ = (2n, η,Fη,mj , b∗), όpiου b∗ ∈ `1(Γ2n−1 \ Γ2p), έχουµε την ακόλουθη
ισότητα
c∗γ = e
∗
η +
1
mj
(b∗ ◦R2n−1 − b∗ ◦ i2p,2n−1 ◦R2p) = e∗η +
1
mj
b∗ ◦ P (2p,2n−1].
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 2.1. 1. Με X συµβολίζουµε την ισοµορφική εικόνα του X στον L∞X,hi µέσω του
τελεστή T : X → L∞X,hi.
2. Μία ακολουθία (xn)n στον L∞X,hi λέγεται skipped block ακολουθία, αν υpiάρχει µία αύξουσα
ακολουθία ϕυσικών αριθµών (kn)n ⊂ N µε την ιδιότητα ότι για κάθε n ∈ N, suppxn < 2kn < suppxn+1.
2.3.4 Η ανάλυση του συναρτησιακού e∗γ, για γ ∈ Γ
΄Οpiως έχουµε ήδη αναφέρει και σε piροηγούµενα κεφάλαια, για γ ∈ Γ το συναρτησιακό e∗γ έχει µία
ανάλυση [10]. Υpiενθυµίζουµε ότι για κάθε γ ∈ Γ,
d
∗
γ = e
∗
γ − c∗γ .
Εpiειδή οι τελεστές in,m είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι συνεpiάγεται ότι ‖d∗γ‖ ≤ 2 για κάθε γ ∈ Γ. ΄Εστω
γ ∈ ∆2n0 για κάpiοιο n0 ∈ N µε ϐάρος w(γ) = mj0 . Με piαρόµοιο τρόpiο όpiως στα στοιχεία του Γ
piροσδιορίζουµε µε εpiαγωγή µία συλλογή {2pi, 2qi − 1, ηi, b∗i }di=1 αpiό piεpiερασµένες ακολουθίες piου
έχουν τις piαρακάτω ιδιότητες :
(i) 2p1 < 2q1 < 2p2 < 2q2 < . . . < 2pd < 2qd = 2n0.
(ii) ηi ∈ ∆2qi και b∗i ∈ B2qi−1,2pi για κάθε 1 ≤ i ≤ d.
(iii) ηd = γ, ηi = (2pi, ηi−1,Fηi−1 ,mj0 , b∗i ) για 1 < i ≤ d και η1 = (mj0 , b∗1).
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(iv) Η ακολουθία {Fηi}di=1 είναι αύξουσα και το σύνολο Fni δεν είναι µεγιστικό στοιχείο της οικογένειας
Sξj0 για κάθε i < d.
(v) {2qi}di=1 ∈ Sξj0 (εφόσον w(γ) = mj0 ).
Ορισµός 2.29. Για γ ∈ ∪n∆2n, η συλλογή {2pi, 2qi−1, ηi, b∗i }di=1 piου ικανοpiοιεί τις piαραpiάνω ιδιότητες
λέγεται ανάλυση του γ.
Σηµειώνουµε ότι όταν το σύνολο Fγ είναι µεγιστικό στοιχείο της οικογένειας Sξ, τότε το γ είναι
µεγιστικό στοιχείο στο σύνολο Γ µε την έννοια ότι δε µpiορεί να χρησιµοpiοιηθεί piεραιτέρω ώστε να
piαραχθεί ένα νέο συναρτησιακό του συνόλου Γ.
Εpiιpiλέον, µε piαρόµοιο τρόpiο όpiως την Πρόταση 4.5 στο [10], διαpiιστώνεται το ακόλουθο.
Πρόταση 2.30. ΄Εστω γ ∈ ∆2n0 µε ανάλυση {2pi, 2qi − 1, ηi, b∗i }di=1. Τότε,
e∗γ =
d∑
i=1
d
∗
ηi +
1
mj0
d∑
i=1
b∗i ◦ P (2pi,2qi−1].
Παρατηρήσεις. (1). Εξ΄ ορισµού έχουµε ότι για κάθε 1 ≤ i0 < d η ανάλυση του ηi0 είναι η συλλογή
{2pi, 2qi − 1, ηi, b∗i }i0i=1 και άρα,
e∗ηi0 =
i0∑
i=1
d
∗
ηi +
1
mj0
i0∑
i=1
b∗i ◦ P (2pi,2qi−1].
Αυτό συνεpiάγεται ότι eγ∗ = eη∗i0
+ 1mh
∑d
i=i0+1
b∗i ◦ P (2pi,2qi−1] για κάθε 1 ≤ i0 < d.
(2). Εpiιpiλέον, κάθε b∗i είναι piεpiερασµένος κυρτός συνδυασµός στοιχείων του Γ δηλαδή b
∗ =
∑
γ∈F aγe
∗
γ
όpiου F ⊂ Γ piεpiερασµένο, aγ ≥ 0 και
∑
γ∈F aγ = 1. Παρατηρούµε ότι για κάθε x ∈ L∞X,hi, υpiάρχει γ0 ∈ Γ
ώστε |b∗(x)| ≤ |x(γ0)|. Πράγµατι, έστω γ0 ∈ Γ µε την ιδιότητα ότι |x(γ0)| = max{|x(γ)| : γ ∈ F}. Αpiό την
τριγωνική ανισότητα και το γεγονός ότι
∑
γ∈F aγ = 1, piροκύpiτει ότι |b∗(x)| ≤
∑
γ∈F aγ |e∗γ(x)| ≤ |x(γ0)|
και άρα το Ϲητούµενο.
Στην εpiόµενη piρόταση (piαρόµοια όpiως στο [10]) piαρουσιάζεται µία χρήσιµη ιδιότητα piου χαρακτη-
ϱίζει τα στοιχεία του Γ µε piεριττό ϐάρος.
Πρόταση 2.31. [Tree-like ιδιότητα] ΄Εστω γ, γ′ ∈ ∆2n µε το ίδιο piεριττό ϐάρος 1m2j−1 και µε ανάλυση
(pi, e
∗
ηi , βi)1≤i≤a και (p
′
i, e
∗
η′i
, β′i)1≤i≤a′ αντίστοιχα. Αν a ≥ a′ τότε υpiάρχει 1 ≤ ` ≤ a ώστε βi = β′i για κάθε
i < ` και w(ηj) 6= w(η′i) για κάθε j και κάθε ` < i ≤ a′.
Αpiόδειξη. Εpiιλέγουµε 1 ≤ ` ≤ a′ το µεγαλύτερο ώστε β′i = βi για κάθε i < `. Αν ` = a′ τότε η piρόταση
ισχύει. Αν ` < a′ τότε έχουµε ότι β′` 6= β`, και συνεpiάγεται ότι w(η`) = m4σ(β`) 6= m4σ(β′`) = w(η′`).
Σχετικά µε τις ηλικίες διαpiιστώνουµε ότι a(βi) = i και a(β′j) = j για κάθε 1 ≤ j ≤ a και 1 ≤ i ≤ a′.
Συνεpiώς, οpiοτεδήpiοτε i 6= j έχουµε ότι w(ηj) = m4σ(βj) 6= m4σ(β′i) = w(η′i). Αν j > ` τότε η ανάλυση
του ξj είναι (pi, e∗ηi , βi)1≤i≤j−1 ενώ η ανάλυση του β
′
j είναι (p′i, e∗η′i , β
′
i)1≤i≤j−1. Τα στοιχεία βj και β′j
έχουν διαφορετική ανάλυση β′` 6= β` και άρα βj 6= β′j . Εpiοµένως, w(ηj) = m4σ(βj) 6= m4σ(β′j) = w(η′j)
και η αpiόδειξη ολοκληρώθηκε.
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2.4 Rapidly Increasing Ακολουθίες (RIS) στον L∞X,hi
Σε αυτή την ενότητα ϑα ορίσουµε τις ακόλουθίες RIS και στη συνέχεια ϑα piαρουσιάσουµε τρείς τύpiους
RIS, όpiως στο [10]. Η χρήση αυτών των ακολουθιών είναι αpiαραίτητη για τη µελέτη τόσο των τελεστών
των χώρων αλλά και για την αpiόδειξη ότι ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος.
Ορισµός 2.32. ΄Εστω (xk)k∈N µία block ακολουθία στον L∞X,hi. Η (xk)k∈N λέγεται rapidly increasing
ακολουθία (RIS), αν υpiάρχει µία σταθερά C > 0 και µία αύξουσα ακολουθία ϕυσιικών αριθµών (jk)k∈N
ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) ‖xk‖ ≤ C, ∀k ∈ N.
(ii) jk+1 > max ranxk.
(iii) |xk(γ)| ≤ Cm−1i όpiοτεδήpiοτε w(γ) = mi και i < jk.
Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τις έννοιες τοpiικό support και τοpiικό ϐάρος για στοιχεία x στον L∞X,hi τα
οpiοία ϑα χρειαστούν ώστε να ορίσουµε τις δύο κατηγορίες RIS. Οι έννοιες αυτές ορίστηκαν για piρώτη
ϕορά στο [10].
Ορισµός 2.33. ΄Εστω x ένα στοιχείο του L∞X,hi και έστω q = max ranx. Ορίζουµε το τοpiικό support του
x να είναι το σύνολο suppu = {γ ∈ Γq : x(γ) 6= 0}.
Λήµµα 2.34. ΄Εστω γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mh και έστω x ∈ L∞X,hi. Υpiοθέτουµε ότι w(γ′) 6= mh για
κάθε γ′ ∈ Γ \ Γ στο τοpiικό support του x. Τότε, |x(γ)| ≤ 4‖x‖mh .
Αpiόδειξη. ΄Εστω q = max ranx. Τότε x = iq(x  Γq) και διακρίνουµε σε piεριpiτώσεις. Αν rank γ ≤ q, τότε
αpiό υpiόθεση έχουµε ότι x(γ) = 0. ∆ιαφορετικά, rank γ > q και έστω {2pi, 2qi − 1, βi, b∗i }li=1 η ανάλυση
του γ. Εpiιλέγουµε i0 ≤ l να είναι το µεγαλύτερο µε την ιδιότητα ότι rankβi0 ≤ q. Για i ≥ i0 piροκύpiτει
ότι i > max ranx και άρα d∗βi(x) = 0. Εpiίσης, για κάθε i > i0, P (2pi,2qi−1](x) = 0. Εpiοµένως,
e∗γ =
l∑
i=1
d
∗
βr +
1
mh
l∑
i=1
b∗i ◦ P (2pi,2qi−1].
Αpiό Παρατήρηση 2.3.4 (1) έχουµε ότι
x(γ) =
{
e∗βi0−1(x) +
1
mh
b∗i0 ◦ P (2pi0 ,2qi0−1](x), αν i0 > 1
1
mn
b∗1 ◦ P (2p1,2q1−1](x), αν i0 = 1
Εpiειδή rankβi0−1 < q, ισχύει ότι x(βi0−1) = 0 και άρα σε κάθε piερίpiτωση έχουµε ότι
|x(γ)| ≤ 4‖x‖
mh
.
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Ορισµός 2.35. ΄Εστω (xk)k∈I skipped block ακολουθία L∞X,hi. Η (xk)k∈I λέµε ότι έχει ϕραγµένα τοpiικά
ϐάρη αν υpiάρχει j1 ώστε w(γ) ≤ mj1 για κάθε γ στο τοpiικό support του xk για κάθε k.
Η (xk)k∈I λέµε ότι έχει rapidly increasing τοpiικά ϐάρη αν για κάθε k και κάθε στοιχείο γ στο τοpiικό
support του xk+1, ισχύει ότι w(γ) > mik όpiου ik = max suppxk.
Με piαρόµοιο τρόpiο όpiως στο [10] (Πρόταση 5.10) αpiοδεικνύεται το ακόλουθο.
Πρόταση 2.36. ΄Εστω (xk)k∈N ϕραγµένη block ακολουθία στον L∞X,hi. Αν η (xk)k∈N έχει είτε ϕραγµένα
τοpiικά ϐάρη ή rapidly increasing τοpiικά ϐάρη τότε είναι RIS.
Αpiόδειξη. Υpiοθέτουµε piρώτα ότι η (xk)k∈N έχει rapidly increasing τοpiικά ϐάρη και έστωmjk το ελάχιστο
ϐάρος των στοιχείων γ piου εµφανίζονται στο τοpiικό support του xk. Παρατηρούµε ότι jk+1 > max ranxk
για κάθε k και εpiιpiλέον αν i < jk και γ στοιχείο του Γ µε ϐάρος w(γ) = mi, τότε |xk(γ)| ≤ 4‖xk‖mi αpiό
Λήµµα 2.34. Εpiοµένως, η (xk)k∈N είναι RIS εξ΄ ορισµού µε σταθερά C = 4 supk ‖xk‖.
Υpiοθέτουµε τώρα ότι η (xk)k∈N έχει ϕραγµένα τοpiικά ϐάρη και έστω j1 ∈ N ώστε w(γ) ≥ mj1 για
κάθε γ στο τοpiικό support του xk για κάθε k ∈ N. Για k ≥ 1, ορίζουµε jk+1 = 1 + max suppxk.
΄Εστω γ ∈ Γ µε ϐάρος w(γ) = mi όpiου i < jk. ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες piεριpiτώσεις. Αν i > j1,
τότε |xk(γ)| ≤ 4‖xk‖mi αpiό Λήµµα 2.34. Αν i ≤ j1, τότε |xk(γ)| ≤ ‖xk‖ ≤
mj1
mi
‖xk‖. Συνεpiώς, σε κάθε
piερίpiτωση η ακολουθία (xk)k∈N είναι RIS µε σταθερά C = mj1 supk ‖xk‖.
Υpiενθυµίζουµε το ακόλουθο λήµµα αpiό [10].
Λήµµα 2.37. ΄Εστω i ένας ϑετικός ακέραιος και έστω x στοιχείο του L∞X,hi µε την ιδιότητα ότι ‖x‖ ≤ C και
|x(ξ)| ≤ δ οpiοτεδήpiοτε το ϐάρος του ξ είναι mi. Τότε για κάθε s και κάθε στοιχείο γ ϐάρους mi έχουµε ότι
|e∗γ(P (s,∞)x)| ≤ 2δ +
4C
mi
Αpiόδειξη. ΄Εστω γ ∈ Γ\Γ µε ϐάρος w(γ) = mi και ανάλυση {2pr, 2qr−1, ηr, b∗r}dr=1 ώστε {2qr}dr=1 ∈ Sξi
και
e∗γ =
d∑
r=1
d
∗
ηr +
1
mi
d∑
r=1
b∗r ◦ P (2pr,2qr−1].
Αν s ≥ 2qd τότε P ∗(s,∞)e∗γ = 0. Αν 0 < s < 2q1, έχουµε ότι
P
∗
(s,∞)e
∗
γ = e
∗
γ − P ∗(0,s]e∗γ = e∗γ −
1
mi
P
∗
(0,s]b
∗
1
και άρα
|e∗γ(P (s,∞)x)| ≤ δ +
1
mi
‖b∗1‖‖P (0,s]‖‖x‖ ≤ δ +
2C
mi
.
Υpiοθέτουµε ότι υpiάρχει r0 µε 1 ≤ r0 < d ώστε 2pr0 ≤ s < 2qr0 . Συµpiεραίνουµε ότι
e∗γ = e
∗
ηr0−1
+
d∑
r=r0
d∗ηr +
1
mi
d∑
r=r0
b∗r ◦ P (2pr,2qr−1]
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και εpiοµένως,
P
∗
(s,∞)e
∗
γ = e
∗
γ − P ∗(0,s]e∗γ = e∗γ − e∗ηr0−1 −
1
mi
P
∗
(2pr0 ,s]
b∗r0 .
Εpiειδή w(ηr) = w(γ) για κάθε r piροκύpiτει ότι
|e∗γ(P (s,∞)x)| ≤ 2δ +
1
mi
‖P (2pr0 ,s]‖‖x‖ ≤ 2δ +
4C
mi
.
Λήµµα 2.38. ΄Εστω x στοιχείο του L∞X,hi µε piεpiερασµένο support, ‖x‖ ≤ C και i0 = max suppx + 1.
Τότε για κάθε γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mj , j ≥ i0, και για κάθε ϕυσικό αριθµό s έχουµε ότι
|e∗γ ◦ P (s,∞)x| <
3C
mi0
.
Αpiόδειξη. ΄Εστω s ∈ N και γ ∈ Γ \ Γ όpiως στην υpiόθεση µε ανάλυση {2pi, 2qi, ηi, b∗i }li=1 ώστε
e∗γ =
l∑
i=1
d
∗
ηi +
1
mj
l∑
i=1
b∗i ◦ P (2pi,2qi].
Υpiενθυµίζουµε ότι w(ηi) = mj = w(γ) για κάθε i. Αpiό τον ορισµό των συνόλων ∆2n piροκύpiτει
ότι rank η1 = 2q1 > j > max suppx και αφόσον rank ηi > rank η1 για κάθε i συµpiεραίνουµε ότι∑l
i=1 d
∗
ηi(x) = 0. Εpiοµένως, |P (s,∞)x(γ)| = 1mj |
∑l
i=1 b
∗
i ◦ P (2pi,2qi−1](P (s,∞)x)|. Παρατηρούµε ότι για
i > 1 ισχύει ότι min suppb∗i = 2pi > 2q1 και εpiιpiλέον b∗i ◦ P (2pi,2qi−1] ◦ P (s,∞) = b∗i ◦ P (max{2pi,s},2qi−1].
Με piαρόµοια εpiιχειρήµατα όpiως piαραpiάνω έχουµε piροκύpiτει ότι b∗iP (max{2pi,s},2qi−1](x) = 0 για κάθε
i > 1. Καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση,
|P (s,∞)x(γ)| =
1
mj
|b∗1 ◦ P (2p1,2q1−1](P (s,∞)x)|
=
1
mj
|b∗1 ◦ P (max{2p1,s},∞)(x)|
≤ 1
mj
‖P (max{2p1,s},∞)‖‖x‖ ≤
3C
mj
≤ 3C
mi0
.
Στο εpiόµενο λήµµα γίνονται οι piρώτες εκτιµήσεις piάνω σε X-RIS ακολουθίες του χώρου.
Λήµµα 2.39. ΄Εστω (xk)k RIS ώστε ‖xk‖ ≤ C και έστω (jk)k η ακολουθία ϕυσικών αριθµών piου piροέρ-
χεται αpiό τον ορισµό. Τότε για κάθε γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mi και για κάθε ϕυσικό αριθµό s, ισχύει
ότι
|e∗γ ◦ P (s,∞)(xk)| ≤
{
6Cm−1i αν i < jk
3Cm−1i αν i ≥ jk+1.
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Αpiόδειξη. ΄Εστω γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mi και i < jk. Αpiό τον Ορισµό 2.32(iii) και το Λήµµα 2.37
για δ = Cmi , piροκύpiτει ότι |〈e∗γ , P (s,∞)(xk)〉| ≤ 6Cm
−1
i . Για γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mi και i ≥ jk+1
piαρατηρούµε ότι jk+1 > max suppxk για κάθε k ∈ N. Το Ϲητούµενο piροκύpiτει εφαρµόζωντας το Λήµµα
2.38 για κάθε xk και για i0 = jk+1.
Σε αυτό το σηµείο ϑα piαρουσιάσουµε ένα Λήµµα piου αpiοδειχθεί αρκετά χρήσιµο για τη συνέχεια.
Για δοσµένη ακολουθία (xk)k∈N, συµβολίζουµε µε (tk)k∈N την ακολουθία (min suppxk)k∈N.
Λήµµα 2.40. ΄Εστω (xk)k∈N block ακολουθία στον L∞X,hi και στοιχείο γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mi
και ανάλυση {2pr, 2qr − 1, ηr, b∗r}lr=1. Τότε υpiάρχουν σύνολα I0, (Jr)lr=1, (Ir)lr=1 piου ικανοpiοιούν τις
ακόλουθες ιδιότητες :
( i) e∗γ(xk) = 0 για κάθε k ώστε tk /∈ I0 ∪ (∪rJr).
( ii) Ir ⊂ Jr, #Jr ≤ #Ir + 2 για κάθε 1 ≤ r ≤ l. Τα σύνολα I0, Jr για κάθε r είναι ξένα ανά δύο.
Εpiιpiλέον, για κάθε εpiιλογή piραγµατικών (ak)k ισχύει ότι
e∗γ(
∑
k
akxk) = e
∗
γ(
∑
k:tk∈I0
akxk) +
1
mi
l∑
r=1
b∗r ◦ P (2pr,2qr−1](
∑
k:tk∈Jr
akxk).
( iii) Τα σύνολα I0 \ {min I0} ανήκουν στην οικογενεια Sξi και το σύνολο {Jr : r ≤ l} \ {min J1} είναι
Sξi admissible.
Αpiόδειξη. Θέτουµε I0 = {tk : ∃ r ≤ d ώστε το σύνολο ranxk piεριέχει το rank ηr} και για κάθε r ≤ l
ϑέτουµε Jr = {tk /∈ I0 : ranxk ∩ ranb∗r 6= ∅} και Ir = {tk ∈ Jr : ranxk ⊂ ranb∗r}. Υpiενθυµίζουµε ότι
e∗γ =
d∑
r=1
d
∗
ηr +
1
mi
d∑
r=1
b∗r ◦ P (2kr,2lr−1].
(i). ΄Εστω k ώστε tk /∈ I0 ∪ (∪rJr). Αρκεί να piαρατηρήσουµε ότι για κάθε r, ranxk ∩ ranb∗r = ∅ και
d
∗
η(xk) = 0.
(ii). ΄Εστω r ≤ l και k0 ώστε tk0 ∈ Jr \ Ir. Τότε εpiειδή η ακολουθία (xk)k είναι block, έχουµε ότι είτε
k0 = min{k : tk ∈ Jr} ή k0 = max{k : tk ∈ Jr}. Εpiοµένως, #Jr ≤ #Ir + 2 και αpiό τον ορισµό
των συνόλων piροκύpiτει ότι I0 ∩ Jr = ∅. ΄Εστω r < r′ και tk ∈ Jr ∩ Jr′ . Τότε, max ranb∗r ∈ ranxk
και min ranb∗r′ ∈ ranxk. Εpiοµένως, ranηr ∈ ranxk και άρα tk ∈ I0, το οpiοίο είναι άτοpiο και άρα
καταλήγουµε ότι Jr ∩ Jr′ = ∅. Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω το (ii) αpiοδείχθηκε.
(iii). Παρατηρούµε ότι το σύνολο I0 \ {min I0} είναι spread του {2qr}lr=1 και άρα ανήκει στο Sξi .
Παρόµοια, το σύνολο {min Jr : r ≤ l} \ {min J1} είναι spread του {2qr}lr=1 και συµpiεραίνουµε το
Ϲητούµενο.
Γενικεύουµε τον Ορισµό 2.17 ως εξής. ΄Εστω (ξj)j∈N, (ζj)j∈N αύξουσες ακολουθίες διατακτικών και
(mj)j∈N αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών piου piροσδιορίζεται όpiως piαραpiάνω. Για την εpiιλεγµένη
συλλογή (ξj , ζj ,mj)j∈N ορίζουµε τον (ε, j) ειδικό κυρτό συνδυασµό (scc) σε ένα χώρο Banach X µε FDD
(Mn)n∈N.
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Ορισµός 2.41. ΄ΕστωX χώρος Banach µε FDD και έστω (xk)k∈N µία block ακολουθία στονX. Λέµε ότι
το στοιχείο της µορφής
∑
k∈F
akxk είναι (ε, j) scc της (xk)k∈N στον X αν είναι (ξj , ζj−1, ε) ειδικός κυρτός
συνδυασµός (scc) της (xk)k∈N.
Αpiό Πόρισµα 2.18, είναι άµεσο το ακόλουθο.
Πόρισµα 2.42. (΄Υpiαρξη scc) ΄Εστω X χώρος Banach µε FDD (Mn)n∈N και (ξj)j∈N η piαραpiάνω εpiι-
λεγµένη αύξουσα ακολουθία διατακτικών. ΄Εστω ακόµη (xn)n∈N µία block ακολουθία στον X, ε > 0 και
j ∈ N µε j > 1. Τότε για κάθε M ∈ [N] υpiάρχει N ∈ [M ]∞ ώστε για κάθε L ∈ [N ]∞ υpiάρχει (ε, j) scc
της (xn)n∈L στον X.
Παρατήρηση 2.7. Εύκολα ελέγχεται ότι για κάθε block ακολουθία (xn)n∈N όpiως piαραpiάνω και κάθε
ζ < ω1 µε ζj−1 + 1 < ζ ≤ ξj υpiάρχει (ε, j) scc
∑
k∈F
akxk µε την εpiιpiλέον ιδιότητα ότι {tk = min suppxk :
k ∈ F} ∈ Sζ .
Η ύpiαρξη scc στους χώρους L∞X,hi piροκύpiτει αpiό Πόρισµα 2.42.
Πρόταση 2.43. ΄Εστω (xk)k∈N block ακολουθία στον L∞X,hi ώστε ‖xk‖ ≤ C για κάθε k και t1 > 4. ΄Εστω
ακόµα ε > 0, j ∈ N µε j > 1 ώστε ε ≤ 1mj και στοιχείο x =
∑
k∈F akxk στον L∞X,hi piου είναι (ε, j) scc της
(xk)k. Τότε για κάθε i < j και γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mi, έχουµε ότι
|
∑
k∈F
akxk(γ)| ≤ 2C
mi
Αpiόδειξη. ΄Εστω γ ∈ ∪n∆2n µε ανάλυση {2kr, 2lr−1, ηr, b∗r}dr=1 ώστε e∗γ =
d∑
r=1
d
∗
ηr+
1
mi
d∑
r=1
b∗r◦P (2kr,2lr−1].
΄Εστω I0, (Jr)lr=1, (Ir)lr=1 όpiως στο Λήµµα 2.40. Συνεpiάγεται ότι
|e∗γ(
∑
k∈F
akxk)| ≤ |e∗γ(
∑
k:tk∈I0
akxk)|+ |e∗γ(
∑
k:tk∈∪rIr
akxk)|+ |e∗γ(
∑
k:tk∈∪rJr\Ir
akxk)|.
Εpiιpiλέον, αpiό Λήµµα 2.40 έχουµε ότι I0 ∈ Sξi+1 και ότι η piεpiερασµένη ακολουθία {Jr}lr=1 είναι
Sξi+1 admissible. Παρόµοια το σύνολο ∪r(Jr \ Ir) µpiορεί να γραφτεί ως η ένωση τεσσάρων ξένων
ανά δύο συνόλων του Sξi και άρα είναι στοιχείο της οικογένειας SMξi+1. Εpiειδή, i < j έχουµε ότι
I0,∪r(Jr \ Ir) ∈ SζMj−1 . Εpiοµένως,
∑
k:tk∈I0 ak < ε,
∑
r
∑
k:tk∈Jr\Ir ak ≤ ε και άρα piροκύpiτουν οι
ακόλουθες εκτιµήσεις.
|e∗γ(
∑
k:tk∈I0
akxk)| ≤
∑
k:tk∈I0
ak‖xk‖ ≤ Cε
|e∗γ(
∑
k:tk∈∪rJr\Ir
akxk)| ≤ 1
mi
d∑
r=1
|b∗r ◦ P (2kr,2lr−1](
∑
k:tk∈Jr\Ir
akxk)|
≤ 1
mi
d∑
r=1
∑
k:tk∈Jr\Ir
ak‖P (2kr,2lr−1]‖‖xk‖ ≤
4C
mi
ε
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Εpiειδή τα σύνολα (Ir)r είναι ξένα ανά δύο και
∑
k∈F ak ≤ 1, έχουµε ότι
|e∗γ(
∑
k:tk∈∪rIr
akxk)| = 1
mi
d∑
r=1
b∗r(
∑
k:tk∈Ir
akxk) ≤ (
∑
k:tk∈∪rIr
ak)
C
mi
≤ C
mi
.
Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω καταλήγουµε ότι
|e∗γ(
∑
k∈F
akxk)| ≤ εC + C
mi
+
4C
mi
ε <
C
2mi
+
C
mi
+
C
2mi
=
2C
mi
.
Πρόταση 2.44. ΄Εστω (xk)k µία νορµαρισµένη block ακολουθία στον L∞X,hi µε την ιδιότητα ότι για κάθε
k, το στοιχείο xk είναι (
1
mjk
, jk) scc στον L∞X,hi. Τότε υpiάρχει M ∈ [N] ώστε η (xk)k∈M είναι 2-RIS.
Αpiόδειξη. Οι ιδιότητες (i), (ii) του ορισµού piροκύpiτουν άµεσα. ΄Εστω λοιpiόν γ ∈ Γ\Γ µε ϐάροςw(γ) = mi
όpiου i < jk. Αpiό Πρόταση 2.43 συνεpiάγεται ότι |xk(γ)| ≤ 2mi . Εpiοµένως, µpiορούµε να ϐρούµεM ∈ [N]
ώστε να ισχύει ότι jk+1 > max suppxk για κάθε k ∈M . Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω καταλήγουµε ότι η
(xk)k∈M είναι 2-RIS.
2.5 Η ϐασική Ανισότητα piου ικανοpiοιούν οι RIS και οι συνέpiειες της
΄Οpiως στο [10] ϑα αpiοδείξουµε µία ϐασική σχέση piου ικανοpiοιούν οι RIS στον L∞X,hi.
Πρόταση 2.45. (Basic inequality) ΄Εστω I piεpiερασµένο ή άpiειρο αριθµήσιµο σύνολο και (xk)k∈I RIS
στον L∞X,hi ώστε ‖xk‖ ≤ C για κάθε k. Υpiοθέτουµε εpiιpiλέον ότι min suppxmin I > 6 και ότι υpiάρχουν
piραγµατικοί αριθµοί λk και s ∈ N ώστε να ικανοpiοιείται η ακόλουθη συνθήκη
‖Φ(P (s,∞)(
∑
k∈I
λkxk))‖X < 4C max
k∈I
|λk|.
Τότε για κάθε γ ∈ Γ, υpiάρχουν k0 ∈ I και ένα συναρτησιακό g∗ ∈W [(SMξj+1, 1mj )j ] έτσι ώστε :
1. Είτε g∗ = 0 ή w(γ) = w(g∗) και ϑέτοντας tk = min suppxk έχουµε ότι suppg∗ ⊂ {tk : k ∈ I, k ≥
k0}.
2. Ισχύει ότι |e∗γ ◦ P (s,∞)(
∑
k∈I
λkxk)| ≤ 4C|λk0 |+ 6Cg∗(
∑
k
|λk|etk).
Εpiιpiέον, αν υpiάρχει j0 έτσι ώστε
|e∗η(
∑
k∈J
λkxk)| ≤ C max
k∈J
|λk|,
για κάθε υpiοδιάστηµα J του I και κάθε στοιχείο η ∈ Γ \ Γ ϐάρους mj0 , τότε το συναρτησιακό g∗ ανήκει
στο σύνολο W [(SMξj+1, 1mj )j 6=j0 ]
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Αpiόδειξη. Παρατηρούµε κατ΄ αρχάς ότι αν γ ∈ Γ, έχουµε ότι
e∗γ ◦ P (s,∞)(
∑
k∈I
λkxk) = e
∗
γ(Φ(P (s,∞)(
∑
k∈I
λkxk)).
Εpiοµένως, για g∗ = 0 και για k0 τέτοιο ώστε |λk0 | = maxk∈I |λk| το συµpiέρασµα ισχύει. ΄Εστω λοιpiόν
γ ∈ Γ \ Γ. Θα το αpiοδείξουµε µε εpiαγωγή στην τάξη rank του γ.
Αν rank γ = 1, τότε P ∗(s,∞)e
∗
γ = 0 οpiοτεδήpiοτε s ≥ 1, άρα
e∗γ ◦ P (s,∞)(
∑
k∈I
λkxk) =
{
0 αν s ≥ 1
λ1x1(γ) αν s = 0
Εpiοµένως, σε αυτή τη piερίpiτωση το συµpiέρασµα ισχύει για k0 = 1 και g∗ = 0.
Υpiοθέτουµε ότι για κάθε q < 2n και για κάθε γ ∈ Γ µε rank γ ≤ q το συµpiέρασµα ισχύει. ΄Εστω γ ∈ Γ\Γ
µε ϐάρος w(γ) = mh και τάξη rank γ = 2n. Αν (jk)k είναι η αύξουσα ακολουθία piου αντιστοιχεί στην
(xk)k αpiό τον ορισµό, διακρίνουµε τις ακόλουθες piεριpiτώσεις :
1. h < jk για κάθε k ∈ I.
2. h ≥ jk+1 για κάθε k ∈ I.
3. Υpiάρχει l ∈ I ώστε jl ≤ h < jl+1.
Θα αpiοδείξουµε την τελευταία piερίpiτωση. Οι υpiόλοιpiες δύο αpiοδεικνύονται µε ανάλογα εpiιχειρήµατα.
Χωρίζουµε το άθροισµα piρος k σε τρία κοµµάτια ως εξής :
e∗γ ◦ P (s,∞)(
∑
k∈I
λkxk) =
∑
k<l
λke
∗
γ ◦ P (s,∞)(xk) + e∗γ ◦ P (s,∞)(λlxl)
+ e∗γ ◦ P (s,∞)
∑
k>l
λkxk
και ϑα δώσουµε εκτίµηση για το κάθε κοµµάτι ξεχωριστά. Για k < l piαρατηρούµε ότι h ≥ jl ≥ jk+1,
άρα
|e∗γ ◦ P (s,∞)(λkxk)| ≤ 3Cm−1h |λk| ≤ 3Cm−1jk |λk|,
αpiό Λήµµα 2.39. Εpiοµένως,
|
∑
I3k<l
λke
∗
γ ◦ P (s,∞)(xk)| ≤ 3C
∑
k<l
m−1jk |λk| ≤ 3C
∞∑
j=1
m−1j max
k<l
|λk| ≤ C max
k<l
|λk|.
Για το δεύτερο κοµµάτι, αρχικά διαpiιστώνουµε ότι
|〈e∗γ ◦ P (s,∞)(λlxl)〉| ≤ ‖P (s,∞)‖|λl|‖xl‖ ≤ 3C|λl|.
΄Αρα,
|
∑
I3k≤l
λke
∗
γ ◦ P (s,∞)(xk)| ≤ C max
k<l
|λk|+ 3C|λl| ≤ 4C|λk0 |,
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για κατάλληλα εpiιλεγµένο k0 ≤ l.
Για το τρίτο κοµµάτι ϑέτουµε I ′ = {k ∈ I : k > l} και x′k = P (s,∞)xk. ΄Εστω ακόµη {2pr, 2qr −
1, ηr, b
∗
r}dr=1 η ανάλυση του γ όpiου {2qr}dr=1 ∈ Sξh και
e∗γ =
d∑
r=1
d
∗
ηr +
1
mh
d∑
r=1
b∗r ◦ P (2pr,2qr−1].
Για την ακολουθία (x′k)k∈I′ ϐρίσκουµε I0, Ir, Jr για κάθε r ≤ d, αpiό Λήµµα 2.40. Εpiειδή για κάθε k
ώστε tk ∈ I ′, έχουµε ότι h < jl+1 ≤ jk αpiό Λήµµα 2.39 συµpiεραίνουµε ότι
|e∗γ(
∑
k:tk∈I′
λkx
′
k)| ≤ 6Cm−1h
∑
k∈I0
|λk|+m−1h |
d∑
r=1
〈b∗r ◦ P (max{s,2pr},∞)(
∑
k:tk∈Ir
λkxk)|.
Υpiενθυµίζουµε ότι για κάθε r, το συναρτησιακό b∗r είναι κυρτός συνδυασµός των µονοσυνόλων ±e∗α µε
2pr < rankα < 2qr, άρα αpiό Παρατήρηση 2.3.4 (2) υpiάρχει στοιχείο αr του συνόλου Γ piου ικανοpiοιεί
τήν ακόλουθη σχέση
|b∗r ◦ P (max{s,2pr},∞)(
∑
k:tk∈Ir
λkxk)| ≤ |e∗αr ◦ P (max{s,2pr},∞)(
∑
k:tk∈Ir
λkxk)|.
Για κάθε r, εφαρµόζουµε την εpiαγωγική µας υpiόθεση για το στοιχείο αr ∈ Γ και την RIS (xk)k∈Ir και
ϐρίσκουµε kr ∈ Ir, g∗r ∈W [(SMξj+1, 1mj )j ] µε suppot piου piεριέχεται στο σύνολο {tk : k ∈ Ir µε k > kr}
έτσι ώστε
|e∗αr ◦ P (max{s,2pr},∞)(
∑
k:tk∈Ir
λkxk)| ≤ 4C|λkr |+ 6Cg∗r (
∑
k:tk∈Ir
|λk|etk).
Θέτουµε g∗ = 1mh (
∑
k:tk∈I0
e∗tk+
d∑
r=1
(e∗tkr +g
∗
r )). Εpiειδή {2qr}dr=1 ∈ Sξh αpiό το Λήµµα 2.40 συµpiεραίνουµε
ότι τα σύνολα I0 \ {min I0}, ∪r≥2{tkr}, {min suppg∗r}r≥2 ανήκουν στην οικογένεια Sξh . Θέτουµε
G = I0 ∪ (∪r{tkr}) ∪ (∪r{min suppg∗r}).
Πρατηρούµε ότι το σύνολο G γράφεται ως ένωση έξι ξένων ανά δύο Sξh συνόλων και εφόσον tmin I > 6
piροκύpiτει ότι G ∈ SMξh+1. ΄Αρα g∗ ∈W [(SMξj+1, 1mj )j ] και το συµpiέρασµα ισχύει.
Αν υpiάρχει j0 piου ικανοpiοιεί την εpiιpiλέον συνθήκη της piρότασης, το συµpiέρασµα αpiοδεικνύεται µε
την ίδια εpiαγωγή piάνω στην τάξη rank γ. Αν w(γ) 6= mj0 τότε µε piάροµοιο τρόpiο όpiως piρίν ϐρίσκουµε
g∗ ∈ W [(SMξj+1, 1mj )j 6=j0 ]. Αν w(γ) = mj0 ακολουθούµε το εξής αpiλούστερο εpiιχείρηµα : ΄Εστω l ∈ I
ώστε P (s,∞)xk = 0 για κάθε k < l. Θέτουµε J = {k ∈ I : k > l} και αpiό την εpiιpiλέον συνθήκη έχουµε
ότι,
|e∗γ ◦ P (s,∞)(
∑
k∈I
λkxk)| ≤ |λl|‖P (s,∞)‖‖xl‖+ |e∗γ(
∑
k∈J
λkxk)|
≤ 4C|λk0 |
Για g∗ = 0 το συµpiέρασµα ισχύει.
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Η piαραpiάνω ανισότητα µας δίνει τη δύνατότητα να κάνουµε τις ακόλουθες piρώτες εκτιµήσεις piάνω
σε ειδικούς κυρτούς συνδυασµούς των RIS.
Πρόταση 2.46. ΄Εστω (xk)k C-RIS ακολουθία στον L∞X,hi, ε > 0, j ∈ N µε j > 1 και ε < 1m2j . Τότε
υpiάρχει υpiακολουθία της (xk)k ώστε για κάθε (ε, j) scc της µορφής
∑
k∈F
akxk να ισχύουν τα ακόλουθα:
1. Για κάθε γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mh έχουµε ότι,
|
∑
k∈F
akxk(γ)| ≤
{
16Cm−1h m
−1
j αν h < j
4Cm−2j + 6Cm
−1
h αν h ≥ j
Ειδικότερα, ‖ ∑
k∈F
akxk‖ ≤ 10Cmj .
2. Αν λk είναι piραγµατικοί αριθµοί ώστε |λk| ≤ 1 και
|
∑
k∈J
λkakxk(γ)| ≤ Ca1,
για κάθε γ ϐάρους mj και κάθε διάστηµα J ⊂ F , τότε
‖
∑
k∈F
λkakxk‖ ≤ 10C
m2j
.
Αpiόδειξη. Αpiό Πρόταση 2.4 και ειδικότερα αpiό Λήµµα 2.5 ϐρίσκουµε αρχικά ένα άpiειρο υpiοσύνολο
L ⊂ N ώστε (SMξj−1+1)log2mj [L] ⊂ SMζj−1 . Εpiειδή ο X είναι Sξ ϕραγµένος και ξ < ζj < ξj , αpiό
Παρατήρηση 2.4 υpiάρχει υpiακολουθία της (xn)n∈L ώστε για κάθε (ε, j) scc
∑
k∈F
akxk της (xk)k να
ισχύει ότι
‖Φ(
∑
k∈F
akxk)‖X < εC.
΄Εστω γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = mh, j ∈ N και έστω
∑
k∈F
akxk (ε, j) scc της (xk)k. Αpiό ϐασική
ανισότητα, υpiάρχει g∗ ∈W [(SMξj+1, 1mj )j ] (είτε 0 ή ϐάρους mh) piου ικανοpiοιεί ότι
|
∑
k∈F
akxk(γ)| ≤ 4C|ak0 |+ 6Cg∗(
∑
k∈F
aketk)
όpiου k0 = minF αφού η (ak)k είναι ϕθίνουσα. Παρατηρούµε ότι το στοιχείο x =
∑
k∈F
aketk είναι (ε, j)
scc δηλαδή (ε, ξj , ζj−1) scc και άρα αpiό Πρόταση 2.23 (i) καταλήγουµε ότι
|g∗(
∑
k∈F
aketk)| ≤
{
2m−1j m
−1
h αν h < j
m−1h αν h ≥ j.
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Εpiειδή το µονοσύνολο {tk0} ανήκει στην οικογένεια SMζj−1 piροκύpiτει το (1).
Το δεύτερο αpiοδεικνύεται µε piαρόµοια εpiιχειρήµατα εpiιλέγοντας L ⊂ N ώστε (SMξj−1+1)qj [L] ⊂
SMζj−1 .χρησιµοpiοιώντας την Πρόταση 2.23 (ii).
Πρόταση 2.47. Αν ο BD-L∞ χώρος X piου piεριέχει τονX έχει συρρικνούσα FDD, τότε ο χώρος L∞X,hi έχει
συρρικνούσα FDD.
Αpiόδειξη. Υpiοθέτουµε µε αpiαγωγή σε άτοpiο ότι η FDD (Mn)n∈N του χώρουL∞X,hi δεν είναι συρρικνούσα.
Αυτό συνεpiάγεται ότι υpiάρχει y∗ ∈ B(L∞X,hi)∗ , µία νορµαρισµένη skipped block ακολουθία (zn)n στον
L∞X,hi, δ > 0 και M ∈ [N]∞ ώστε y∗(zn) > δ, για κάθε n ∈ M . Για κάθε k µpiορούµε να ϑεωρήσουµε το
στοιχείο xk είναι ηµινορµαρισµένος ( 1m2jk , 2jk) ειδικός κυρτός συνδυασµός (scc) της (zn)n. Περνώντας
σε υpiακολουθία µpiορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η (xk)k είναι 2-RIS. ΄Εστω j ∈ N ώστε 20mj < δ και ε > 0
µε ε < 1
m2j
. Αpiό Πρόταση 2.46 υpiάρχει (ε, j) scc
∑
k∈F akxk ώστε ‖
∑
k∈F akxk‖ < δ και εpiειδή F ⊂M
µε ϐάση τα piαραpiάνω καταλήγουµε σε άτοpiο.
Σηµειώνουµε ότι στη δική µας piερίpiτωση ο BD-L∞ χώρος X piου piεριέχει τον X έχει συρρικνούσα
FDD και άρα µε ϐάση την piαραpiάνω piρόταση, ο συζυγής (L∞X,hi)∗ είναι ισόµορφος µε τον `1(Γ).
2.6 X-scc και X-Rapidly Increasing Ακολουθίες
Σε αυτήν την ενότητα ϑα αpiοδείξουµε την ύpiαρξη ηµινορµαρισµένων ειδικών κυρτών συνδυασµών στον
L∞X,hi καθώς και κάpiοιες ϐασικές εκτιµήσεις αυτών piου ϑα χρειαστούν ώστε να δείξουµε ότι ο χώρος
piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος.
Για το υpiόλοιpiο του κεφαλαίου ϑα χρησιµοpiοιήσουµε µία ειδική µορφή scc, piου συµβολίζονται ως
X-scc, και ορίζονται ως εξής :
Ορισµός 2.48. ΄Εστω (xk)k∈N νορµαρισµένη block ακολουθία στον L∞X,hi και x =
∑
k∈F
akxk. Το στοιχείο
x λέγεται ηµινορµαρισµένος X-(ε, j) scc αν ικανοpiοιεί τον Ορισµό 2.41 µε την εpiιpiλέον ιδιότητα ότι
dist(x,X) > 112 .
Για να αpiοδείξουµε την ύpiαρξη ηµινορµαρισµένων X-scc στον χώρο L∞X,hi ϑα χρειαστούµε το ακό-
λουθο αpiοτέλεσµα.
Πρόταση 2.49. ΄Εστω (xr)∞r=1 µία νορµαρισµένη skipped block ακολουθία στον L∞X,hi ώστε dist(xr, X) >
c > 0 για κάθε r ∈ N. Τότε για κάθε δ > 0 και j ∈ N υpiάρχει υpiακολουθία (xr)r∈L0 ώστε 2j ≤
max ranxminL0 και µε την ιδιότητα ότι για κάθε κυρτό συνδυασµό
∑
r∈F
arxr της (xr)r∈L0 ώστε {min suppxr :
r ∈ F} ∈ Sξ2j , υpiάρχει στοιχείο γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = m2j piου ικανοpiοιεί ότι ‖e∗γ |X‖ < δ και∑
r∈F
arxr(γ) ≥ c
2m2j
.
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Αpiόδειξη. ΄Εστω δ > 0 και j ∈ N ώστε 2j ≤ max ranx1. Εpiειδή dist(xr, X) ≥ c για κάθε k, υpiάρχει
συναρτησιακό b∗r ∈ B`1(Γ) ώστε b
∗
r(xr) ≥ c και b∗r |X = 0. Εpiίσης, υpiάρχει M ∈ [N] και x∗ ∈ B`1(Γ)
ώστε η ακολουθία (b∗r)k∈M να είναι w∗-συγκλίνουσα στο x∗. Εpiειδή η ακολουθία (xr)r∈M είναι ασθενώς
µηδενική, µpiορούµε να ϐρούµε L ∈ [M ] ώστε ∑k∈L |x∗(xr)| < c8 και x∗|X = 0. Συνεpiάγεται ότι
(b
∗
r − x∗)(xr) > 7c8 και (b
∗
r − x∗)|X = 0.
Εpiειδή η (b∗r − x∗)k∈L είναι w∗ µηδενική (ως piρος τον L∞X,hi) και η (xr)r∈L είναι ασθενώς µηδενική,
εφαρµόζουµε ένα sliding hump εpiιχείρηµα και ϐρίσκουµε L′ ⊂ L, ϑετικούς αριθµούς δr ώστε
∑
r δr <
δ
16 , k1 < n1 < kr < nr < kr+1 < . . . ϕυσικούς αριθµούς και συναρτησιακά (x
∗
r)r∈L′ ώστε για κάθε r,
x∗r ∈ `1(Γ2nr−1,2kr) και ικανοpiοιεί τα ακόλουθα
‖b∗r − x∗ − x∗r‖ <
δr
2
, x∗r(xr′) = 0 ∀r 6= r′ ∈ L′ και ‖x∗r |X‖ <
δr
2
.
Εpiειδή για κάθε k > n, τα σύνολα Bk,n είναι 2−k piυκνα της µοναδιαίας µpiάλας B`1(Γk\Γn) µpiορούµε
να εpiιλέξουµε L0 ∈ [L′] και συναρτησιακά (b∗r)r∈L0 µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
(i) η ακολουθία (b∗r)r∈L0 είναι skipped block, min ranb∗minL > 2j και για κάθε r, b∗r ∈ B2nr−1,2kr ,
‖b∗r − x∗r‖ ≤ δr2 και άρα ‖b∗r |X‖ < δr.
(ii) Για κάθε r 6= r′ στο L0, b∗r(xr′) = 0 και b∗r(xr) ≥ c2 .
΄Εστω F = {r1, r2, . . . , rn} ⊂ L0 ώστε {min suppxr : r ∈ F} ∈ Sξ2j . Αpiό τον ορισµό των συνόλων
∆2n µpiορούµε να ϐρούµε ηr1 ∈ ∆2nr1 της µορφής (m2j , b∗r1). Χρησιµοpiοιώντας το συναρτησιακό b∗r2
εpiιλέγουµε ηr2 της µορφής (2nr2 , ηr0 ,m2j , b∗r1). Εpiαγωγικά κατασκευάζουµε στοιχείο γ ∈ Γ µε ανάλυση
{2kri , 2nri − 1, ηri , b∗ri}ai=1 έτσι ώστε d
∗
ηri
(xr) = 0 ∀i για κάθε r ∈ F . Εύκολα ελέγχεται ότι το στοιχείο γ
ικανοpiοιεί το Ϲητούµενο.
Πόρισµα 2.50. Ο χώρος L∞X,hi έχει (X,m−12j ,Sξ2j ) κάτω εκτίµηση για κάθε j ∈ N, δηλαδή για κάθε
ε > 0, j ∈ N και (xn)n∈N skipped block ακολουθία στον L∞X,hi µε την ιδιότητα ότι dist(xn, X) > ε για
κάθε n ∈ N, υpiάρχει k0 ∈ N και µία υpiακολουθία (xn)n∈L µε min suppxminL > k0 έτσι ώστε για κάθε
F ∈ Sξ2j και κάθε κυρτό συνδυασµό
∑
n∈F anxn της (xn)n∈L ισχύει ότι ‖
∑
n∈F anxn‖ ≥ ε2m2j .
Αpiόδειξη. ΄Εστω j ∈ N, ε > 0 και (xn)n∈N skipped block ακολουθία στον L∞X,hi µε την ιδιότητα ότι
dist(xn, X) > ε για κάθε n ∈ N. Το συµpiέρασµα είναι άµεσο για k0 = 2j αpiό Πρόταση 2.49.
Πρόταση 2.51. ΄Εστω (xn)n∈N µία νορµαρισµένη skipped block ακολουθία στον L∞X,hi ώστε d(xn, X) >
c > 0 για κάθε n ∈ N. ΄Εστω ακόµα ε > 0 και j ∈ N ώστε c2 ≥ 1m2j . Τότε, υpiάρχει block ακολουθία
(yk)k∈N της (xn)n∈N ώστε ‖yk‖ ≤ 1 για κάθε k και υpiάρχει (ε, j) scc στοιχείο της µορφής
∑
k∈F
akyk piου
ικανοpiοιεί τα ακόλουθα :
1. ‖ ∑
k∈F
akyk‖ ≥ 12 .
2. Η οικογένεια {suppxi : suppxi ⊂ suppyk} είναι Sζ2j−1+1 admissible για κάθε k ∈ F .
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Αpiόδειξη. Θέτουµε tk = min suppxk για k = 1, 2, . . . και T = {tk : k ∈ N}. Εpiειδή (ζ2j−1 + 1) · q2j <
ξ2j αpiό Λήµµα 2.5 υpiάρχει T ′ ∈ [T ] ώστε Sq2jζ2j−1+1[T ′] ⊂ Sξ2j , εpiοµένως µpiορούµε να υpiοθέσουµε
piερνώντας σε υpiακολουθία της (xk)k, ότι S
q2j
ζ2j−1+1[T ] ⊂ Sξ2j . Στη συνέχεια υpiοθέτουµε µε αpiαγωγή σε
άτοpiο ότι το συµpiέρασµα της piρότασης δεν ισχύει και κατασκευάζουµε block ακολουθίες (ylk)k∈N για
0 ≤ l ≤ q2j ώστε να ισχύουν τα εξής :
(i) Για 1 ≤ l ≤ q, η (ylk)k είναι block ακολουθία της (yl−1k )k και κάθε στοιχείο ylk είναι κυρτός
συνδυασµός της ακολουθίας (xk)k.
(ii) Για κάθε l ≥ 1, k η οικογένεια {suppxi : suppxi ⊂ suppylk} είναι Slζ2j−1+1 admissible.
(iii) c2m2j ≤ ‖ylk‖ < 12l για κάθε 1 ≤ l ≤ q2j .
Παρατηρούµε ότι το (iii) συνεpiάγεται ότι c2m2j <
1
2q2j
και καταλήγουµε σε άτοpiο.
Οι block ακολουθίες (ylk)k∈N για 0 ≤ l ≤ q κατασκευάζονται εpiαγωγικά ως εξής : Θέτουµε y0k = xk για
κάθε k. ΄Εστω 1 < l < q2j και ότι οι ακολουθίες (yl−1k )k έχουν οριστεί. Αpiό Παρατήρηση 2.7 εpiιλέγουµε
την (ylk)k ως block της (y
l−1
k )k έτσι ώστε κάθε ylk είναι (ε, j) scc της (y
l−1
k )k και η οικογένεια {suppyl−1i :
suppyl−1i ⊂ suppylk} είναι Sζ2j−1+1 admissible. Παρατηρούµε ότι για κάθε k, η οικογένεια {suppxi :
suppxi ⊂ suppyl−1k } είναι S l−1ζ2j−1+1 admissible και εpiοµένως η οικογένεια {suppxi : suppxi ⊂ suppylk}
είναι Sζ2j−1+1 ∗ S l−1ζ2j−1+1 = S lζ2j−1+1 admissible. Εpiίσης, αpiό την εpiαγωγική µας υpiόθεση έχουµε ότι
κάθε στοιχείο ylk είναι κυρτός συνδυασµός της (xk)k και άρα αpiό Πόρισµα 2.50 έχουµε ότι ‖ylk‖ ≥ c2m2j .
Αν υpiοθέσουµε ότι ‖ylk‖ ≥ 12l για κάpiοιο k, εpiειδή ylk =
∑
i∈F
aiy
l−1
i piροκύpiτέι ότι ‖
∑
i∈F
ai(2
l−1yl−1i )‖ ≥ 12 .
Εpiίσης, αpiό την εpiαγωγική υpiόθεση έχουµε ότι ‖yl−1i ‖ < 12l−1 για κάθε i. Ο συνδυασµός των piαραpiάνω
οδηγεί σε άτοpiο και άρα καταλήγουµε ότι ‖ylk‖ < 12l για κάθε k.
Λήµµα 2.52. ΄Εστω x στοιχείο στον L∞X,hi και ε > 0 ώστε ‖Φ(x)‖X < ε. Τότε ‖x‖ < 3dist(x,X) + 4ε.
Αpiόδειξη. Εpiιλέγουµε y ∈ X ώστε ‖x− y‖ < dist(x,X) + ε. Αpiό τον ορισµό του τελεστή Φ, piροκύpiτει
ότι
‖Φ(x)− Φ(y)‖X < dist(x,X) + ε.
Εpiοµένως, ‖Φ(y)‖X < dist(x,X) + 2ε και εpiειδή ‖y‖ ≤ 2‖Φ(y)‖X για κάθε y ∈ X, συµpiεραίνουµε ότι
‖y‖ < 2dist(x,X) + 4ε. Συνεpiώς,
‖x‖ < dist(x,X) + ‖y‖+ ε < 3dist(x,X) + 4ε.
Πόρισµα 2.53. ΄Εστω Y block υpiόχωρος τουL∞X,hi piου piαράγεται αpiό µία νορµαρισµένη block ακολουθία
(xn)n∈N µε την ιδιότητα ότι dist(xn, X) > c > 0 για κάθε k ∈ N. ΄Εστω ε > 0 ώστε ε ≤ 116 . Τότε για κάθε
j ∈ N µε 1m2j ≤ c2 υpiάρχει ηµινορµαρισµένος (ε, 2j) X-scc στον Y .
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Αpiόδειξη. ΄Εστω ε > 0 µε ε ≤ 116 και j ∈ N ώστε 1m2j ≤ c2 . Αpiό Πόρισµα 2.50 έχουµε ότι ο χώρος L∞X,hi
ικανοpiοιεί (X,m−12j ,Sξ2j ) κάτω εκτίµηση. Εpiειδή q2j = 2 log2m2j είναι άµεσο ότι c2m2j ≥ 12q2j και αφού
(ζ2j−1 + 1) · q2j < ξ2j αpiό Πρόταση 2.51 υpiάρχει στοιχείο y =
∑
k∈F
akyk piου είναι ηµινορµαρισµένος
(ε, 2j)-scc µιας ακολουθίας (yk)k∈N piου είναι block της (xn)n∈N. Αpiό Λήµµα 2.52, συνεpiάγεται ότι
dist(y,X) >
1
3
(‖y‖ − 4ε) > 1
6
− 4
3
ε ≥ 1
6
− 1
12
≥ 1
12
και άρα το στοιχείο y είναι X-scc στον Y .
Ορισµός 2.54. Μία ακολουθία (xk)k∈N λέγεται X-rapidly increasing ακολουθία (X-RIS), αν η (xk)k∈N
είναι RIS και υpiάρχει σταθερά c > 0 ώστε dist(xk, X) > c για κάθε k ∈ N. Η ακολουθία (xk)k∈N piου
ικανοpiοιεί τα piαραpiάνω συµβολίζεται µε (c, C)-RIS.
Πόρισµα 2.55. ΄ΕστωZ block υpiόχωρος τουL∞X,hi piου piαράγεται αpiό µία νορµαρισµένη block ακολουθία
(xl)l∈N piου έχει την ιδιότητα ότι dist(xl, X) > c > 0 για κάθε l ∈ N. Τότε υpiάρχει ( 112 , 2)-RIS στον Z.
Αpiόδειξη. ΄Εστω (jk)k µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών ώστε 1mj1 ≤
c
2 . Αpiό Πόρισµα
2.53 έχουµε ότι για κάθε k υpiάρχει ηµινορµαρισµένος ( 1mjk , jk) X-scc yk της (xl)l∈N. Αpiό Πρόταση
2.44 υpiάρχει υpiακολουθία της (yk)k∈N piου είναι ( 112 , 2)-RIS στον Z.
2.7 X-ακριβή Ϲεύγη και X-Εξαρτηµένες ακολουθίες στον L∞X,hi
Σε αυτή την ενότητα ϑα ορίσουµε τις αpiαραίτητες έννοιες µε στόχο να αpiοδείξουµε ότι ο χώρος piηλίκο
L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος και έχει την "scalar-plus-compact" ιδιότητα. Για να γίνει αυτό ϑα
χρειαστεί να κάνουµε piεραιτέρω υpiοθέσεις για τον αρχικό χώρο X.
Στη συνέχεια ορίζουµε ειδικά στοιχεία στον χώροX, τα ακριβή Ϲεύγη και τις εξαρτηµένες ακολουθίες,
τα οpiοία αpiοτελούν τροpiοpiοιηµένες εκδοχές αντίστοιχων εννοιών piου ορίστηκαν στο [10].
Ορισµός 2.56. ΄Εστω C > 0, δ ∈ {0, 1}, j ∈ N και εj < 2. ΄Ενα Ϲεύγος (x, γ) ∈ L∞X,hi × (Γ \ Γ) λέγεται
(C, j, εj , δ) ακριβές Ϲεύγος αν ικανοpiοιούνται τα ακόλουθα:
1. ‖Φ(x)‖X < εj , ‖e∗γ |X‖ < εj .
2. w(γ) = mj , ‖x‖ ≤ C, x(γ) = δ.
3. Για κάθε γ′ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ′) = mi όpiου i 6= j, ισχύει οτι
|x(γ′)| ≤
{
Cm−1i αν i < j
Cm−1j αν i > j.
Εpiιpiλέον, ένα Ϲεύγος (x, γ) στον L∞X,hi είναι X-ακριβές Ϲεύγος αν είναι (C, j, εj , δ) ακριβές Ϲεύγος και
υpiάρχει σταθερά c > 0 ώστε dist(x,X) > c > 0.
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Παρατήρηση 2.8. Αpiό Λήµµα 2.37 συµpiεραινουµε ότι αν (x, γ) ∈ L∞X,hi × (Γ \ Γ) είναι ένα (C, j, εj , δ)
ακριβές Ϲεύγος, τότε για κάθε s ∈ N και για κάθε γ′ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ′) = mi όpiου i 6= j, ισχύει ότι
|e∗γ(P (s,∞)(x))| ≤
{
6Cm−1i αν i < j
6Cm−1j αν i > j.
Λήµµα 2.57. ΄Εστω (xk)k∈N µία skipped block (c, C)-RIS στον L∞X,hi. Τότε για j ∈ N και ε ≤ 1m22j ,
υpiάρχουν θ > 0, F ∈ Sξ2j και γ ∈ Γ \ Γ έτσι ώστε αν ϑέσουµε x = θm2j
∑
k∈F
akxk το Ϲεύγος (x, γ) είναι
(32Cc , 2j, ε, 1) ακριβές Ϲεύγος.
Αpiόδειξη. ΄Εστω j ∈ N και ε > 0. Εpiειδή ο X είναι Sξ ϕραγµένος αpiό Παρατήρηση 2.4 µpiορούµε να
υpiοθέσουµε, piερνώντας σε υpiακολουθία της (xk)k, ότι για κάθε ηµινορµαρισµένος (ε, 2j) X-ειδικός
κυρτός συνδυασµός της (xk)k,
∑
k∈F
akxk, έχουµε ότι ‖Φ(
∑
k∈F
akxk)‖X < ε και 2j ≤ min ranx1. Αpiό
Πρόταση 2.49 ϐρίσκουµε στοιχείο γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = m2j και ‖e∗γ |X‖ < ε ώστε∑
k∈F
akxk(γ) ≥ c
2m2j
.
Θέτουµε x = θm2j
∑
k∈F
akxk µε την ιδιότητα ότι x(γ) = 1 και αφού ε ≤ 1m22j , αpiό Πρόταση 2.46
συµpiεραίνουµε ότι για γ′ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ′) = mi 6= m2j ισχύει ότι
|x(γ′)| = |θ|m2j |
∑
k∈F
akxk(γ
′)| ≤
{
32C
c m
−1
i αν i < 2j
8C
c m
−1
2j +
12C
c m2jm
−1
i αν i > 2j.
Εpiειδή i > 2j και άρα mi > m22j , έχουµε το Ϲητούµενο.
Πόρισµα 2.58. ΄Εστω (xk)k µία (c, C)-RIS στον L∞X,hi. Τότε υpiάρχει ένα (32Cc , 2j, 1m22j , 1) ακριβές Ϲεύγος
(x, η) στον L∞X,hi ώστε x ∈ 〈(xk)k〉 και dist(x,X) > 14 .
Αpiόδειξη. Αpiό Λήµµα 2.57 για κάθε j ∈ N υpiάρχει ένα (32Cc , 2j, 1m22j , 1) ακριβές Ϲεύγος (x, η) όpiου το
στοιχείο x είναι της µορφής x = θm2j
∑
k∈F
akxk. Εpiίσης όpiως piροκύpiτει αpiό την αpiόδειξη του piαραpiάνω
λήµµατος ‖Φ(x)‖X < 116 και αpiό Λήµµα 2.52 συµpiεραίνουµε ότι
dist(x,X) >
1
3
(‖x‖ − 1
4
).
Εpiειδή ‖x‖ ≥ x(γ) = 1, το συµpiέρασµα έpiεται.
Παρατήρηση 2.9. ΄Εστω (xn)n µία νορµαρισµένη block ακολουθία στον L∞X,hi ώστε dist(xn, X) > c > 0
για κάθε n. Αpiό Πόρισµα 2.53, υpiάρχει ακολουθία (yk)k στην γραµµική ϑήκη < xn : n ∈ N > η οpiοία
είναι ( 112 , 2)- RIS. Αpiό Λήµµα 2.57 και Πόρισµα 2.58 για κάθε C > 0 (C ≤ 768) και j ∈ N υpiάρχει
(C, 2j, 1
m22j
, 1) X-ειδικό Ϲεύγος (x, γ) µε την ιδιότητα ότι x ∈< xn : n ∈ N > και dist(x,X) > 14 .
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Στη συνέχεια δίνουµε τον ορισµό της εξαρτηµένης ακολουθίας στον χώρο L∞X,hi piου αpiοτελεί µία
γενικευµένη piαραλλαγή της αντίστοιχης έννοιας στο [10].
Ορισµός 2.59. Μία ακολουθία στον L∞X,hi, (xk)lk=1, λέγεται (C, 2j0 − 1, δ, ε) εξαρτηµένη ακολουθία αν
υpiάρχουν ϕυσικοί αριθµοί p1 < q1 < p2 < q2 < . . . < pl < ql, στοιχεία ηk ∈ Γ2qk−1 \Γ2pk και γk ∈ ∆2qk
(1 ≤ k ≤ l) µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
(i) {min suppxk}lk=1 ∈ Sξ2j0−1 , min suppx1 > m2j0−1.
(ii) Για κάθε k, ranxk ⊂ (2pk, 2qk − 1].
(iii) Το στοιχείο γ = γl του ∆2ql έχει ϐάρος m2j0−1 και ανάλυση {2pk, 2qk − 1, γk, e∗ηk}lk=1.
(iv) Το στοιχείο x1 είναι της µορφής x1 = θ1m4j1−2
∑
i∈F1
a1ix
1
i και η ακολουθία (x1i )i είναι C ′-RIS µε
θ1C
′ ≤ C. Εpiιpiλέον το Ϲεύγος (x1, η1) είναι (C, 4j1 − 2, εj1 , δ) ειδικό Ϲεύγος µε m4j1−2 > m22j0−1
και το στοιχείο
∑
i∈F1
a1ix
1
i είναι ( 1m24j1−2
, 4j1 − 2) scc.
(v) Για κάθε 1 < k ≤ l το στοιχείο xk είναι της µορφής xk = θkm4jk
∑
i∈Fk
aki x
k
i και η ακολουθία (xki )i
είναι C ′-RIS µε θkC ′ ≤ C. Εpiιpiλέον το Ϲεύγος (xk, ηk) είναι (C, 4jk, εjk , δ) ειδικό Ϲεύγος και το
στοιχείο
∑
i∈Fk
aki x
k
i είναι ( 1m24jk
, 4jk) scc.
(vi) Για κάθε k ≥ 1, jk+1 = σ(γk) και
l∑
k=1
εjk < ε.
Ακόµη, λέµε ότι µία ακολουθία στον L∞X,hi (xk)lk=1 είναι (C, 2j0 − 1, δ, ε) X-εξαρτηµένη ακολουθία αν
είναι (C, 2j0 − 1, δ, ε) εξαρτηµένη όpiως ορίζεται piαραpiάνω και εpiιpiρόσθετα υpiάρχει σταθερά c > 0
έτσι ώστε dist(xk, X) > c για κάθε k. Στη συνέχεια οpiοτεδήpiοτε αναφεροµαστε σε (c, C, 2j − 1, δ, ε)
εξαρτηµένη ακολουθία (xk)k ϑα εννοούµε ότι η (xk)k είναι (C, 2j−1, δ, ε) X-εξαρτηµένη ακολουθία piου
ικανοpiοιεί την εpiιpiλέον ιδιότητα µε τη σταθερά c > 0.
Παρατηρήσεις. 1. Αν το στοιχείο
∑
k∈F
akxk είναι (δ, 2j0 − 1) X-scc της (C, 2j0 − 1, δ, ε) X-εξαρτηµένης
ακολουθίας (xk)lk=1, τότε ‖
∑
k∈F
akxk‖ ≥ 1m2j0−1 .
Πράγµατι, έστω γ = γl µε ϐάροςw(γ) = m2j0−1 όpiως στον Ορισµό 2.59( iii). Εφόσον ranxk ⊂ (2pk, 2qk−1]
και rank γk = 2qk συµpiεραίνουµε ότι d
∗
γk
(xi) = 0 για κάθε k, i. Εpiοµένως,
‖
∑
k∈F
akxk‖ ≥ e∗γ(
∑
k∈F
akxk) =
1
m2j0−1
∑
k∈F
akxk(ηk) =
1
m2j0−1
.
2. Αν µία ακολουθία (xk)lk=1 είναι (C, 2j0 − 1, 1, ε) εξαρτηµένη ακολουθία τότε για κάθε (ε, 2j0 − 1)
scc x της (xk)lk=1 της µορφής x =
∑
k∈F akxk ισχύει ότι ‖Φ(x)‖X < ε. Πράγµατι, αν (ηk)lk=1 ακολουθία
αpiό στοιχεία του Γ piου piροέρχονται αpiό τον Ορισµό 2.59 ώστε κάθε (xk, ηk) να είναι (C, 4jk, εjk , δ) ειδικό
Ϲεύγος, piαρατηρούµε ότι
‖Φ(x)‖X ≤
∑
k∈F
ak‖Φ(xk)‖X ≤
∑
k∈F
εjk < ε.
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Το ακόλουθο αpiοδεικνύεται χρησιµοpiοιώντας τον Ορισµό 2.59.
Λήµµα 2.60. Μία εξαρτηµένη ακολουθία στον L∞x,hi είναι RIS. Εpiιpiλέον, κάθε X-εξαρτηµένη ακολουθία
στον L∞x,hi είναι X-RIS.
Λήµµα 2.61. ΄Εστω (xi)i∈N µία C-RIS στον L∞x,hi, ε > 0 και j ∈ N. ΄Εστω ακόµη στοιχείο x =
∑
i∈F aixi
piου είναι (ε, j) scc στον L∞x,hi µε την ιδιότητα ότι ‖Φ(x)‖X < ε και mini∈F ti > 2. Αν γ ∈ Γ \ Γ µε
ϐάρος w(γ) = m2j0−1 < mj και ανάλυση {2pr, 2qr − 1, γr, e∗ηr}lr=1 έτσι ώστε w(ηr) > mj για κάθε r, τότε
|∑r e∗ηr ◦ P (2pr,2qr−1](x)| ≤ 4Cε+ 6C 1m2j .
Αpiόδειξη. ΄Οpiως στο Λήµµα 2.40 ϑέτουµε
I0 = {ti : i ∈ F, ranxi piεριέχει ∩ rank γr}
και Jr = {ti : i ∈ F \ I0, ranxi ∩ rank ηr 6= ∅}. Παρατηρούµε ότι,
|x(γ)| ≤ |e∗γ(
∑
i∈I0
aixi)|+ 1
m2j0−1
|
∑
r
e∗ηr ◦ P (2pr,2qr−1](
∑
i∈Jr
aixi)|
Για κάθε r εφαρµόζουµε τη ϐασική ανισότητα για κάθε e∗ηr µε s = 2pr και ϐρίσκουµε ir ώστε tir ∈ Jr
και συναρτησιακά g∗r ∈W (Sξj+1 , 1mj ) µε w(g∗r ) = w(ηr) και suppg∗r ⊂ {ti : ti ∈ Jr, i > ir} έτσι ώστε
|e∗ηr ◦ P (2pr,2qr−1](
∑
i:ti∈Jr
aixi)| ≤ 4C|air |+ 6C|g∗r (
∑
i:ti∈Jr
aieti)|.
Αpiό Λήµµα 2.40 έχουµε ότι τα σύνολα Jr είναι ξένα ανά δύο και εpiιpiλέον η ένωση ∪rJr \ {min J1}
είναι Sξ2j0−1 admissible και άρα Sξj−1 admissible εφόσον 2i0 − 1 < j. Εpiίσης, piαρατηρούµε ότι το
σύνολο G = {tir : 1 ≤ r ≤ l} είναι ένωση δύο ξένων ανά δύο σύνολων piου ανήκουν στην Sξj και άρα
G ∈ Sξj−1+1 ⊂ Sζj−1 . Αυτό συνεpiάγεται ότι
∑
r air =
∑
ti∈G ai < ε. Εφόσον w(ηr) = w(g
∗
r ) > mj για
κάθε r, χρησιµοpiοιώντας την εκτίµηση αpiό Λήµµα 2.46, καταλήγουµε ότι∑
r:w(ηr)<mj
|e∗ηr ◦ P (2pr,2qr−1](
∑
i:ti∈Jr
aixi)| ≤
∑
r
(4Cair +
6C
w(ηr)
) = 4Cε+
6C
m2j
Λήµµα 2.62. ΄Εστω (xk)lk=1 µία (c, C, 2j0 − 1, 1, ε) εξαρτηµένη ακολουθία στον L∞x,hi µε ε < 1m22j0−1
και γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος m2j0−1. ΄Εστω ακόµη
∑l
k=1 akxk ένας κυρτός συνδυασµός της (xk)
l
k=1 µε
a1 > a2 > . . . > al. Τότε |
l∑
k=1
(−1)kakxk(γ)| ≤ 4Ca1.
Αpiόδειξη. ΄Εστω (γr)lr=1, (ηr)lr=1, (pr)lr=1, (qr)lr=1, (jr)lr=1 και γ = γl µε ϐάροςm2j0−1 όpiως στον Ορισµό
2.59 µε ανάλυση {2pr, 2qr − 1, γr, e∗ηr}lr=1. ΄Εστω ακόµη στοιχείο γ′ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = w(γ′) =
m2j0−1 και ανάλυση της µορφής {2p′r, 2q′r − 1, γ′r, e∗η′r}l
′
r=1 όpiου w(η′1) = m4j′1−2 και w(ηr) = m4jr για
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κάθε 1 < r ≤ l′. Κάνοντας χρήση της tree-like ιδιότητας συµpiεραίνουµε ότι υpiάρχει ϕυσικός αριθµός
1 ≤ k0 ≤ l′ έτσι ώστε (2p′r, 2q′r, η′r, γ′r) = (2pr, 2qr, ηr, γr) για r < k0 ενώ jr 6= j′i για κάθε k0 < i ≤ l′ και
κάθε 1 ≤ r ≤ l. Εpiοµένως, για 1 < k < k0, έχουµε ότι
xk(γ
′) = xk(γ) =
1
m2j0−1
e∗ηk ◦ P (2pk,2qk−1]xk =
1
m2j0−1
xk(ηk) =
1
m2j0−1
.
Εpiειδή η (ak)lk=1 είναι ϕθίνουσα |
∑
k<k0
(−1)kakxk(γ′)| ≤ 2a1m2j0−1 . Εpiιpiλέον αν k0 ∈ F έχουµε την άµεση
εκτίµηση ότι |xk0(γ′)| ≤ ‖xk0‖ ≤ C και άρα
|
∑
k≤k0
(−1)kakxk(γ′)| ≤ |
∑
k<k0
(−1)kakxk(γ′)|+ |ak0xk0 | ≤
2a1
m2j0−1
+ a1C ≤ 2a1C.
Για κάθε r > k0, υpiενθυµίζουµε ότιw(η′r) 6= w(ηk) για κάθε k και xk = θkm4jk
∑
i∈Fk
aki x
k
i όpiου το στοιχείο∑
i∈Fk
aki x
k
i είναι ( 1m24jk
, 4jk) scc της C ′- RIS (xki )i µε θkC ′ ≤ C και ‖Φ(
∑
i∈Fk
aki x
k
i )‖X < εkC ′ = C
′
m24jk
, για
κάθε k. Για κάθε k ∈ F , εφαρµόζουµε το Λήµµα 2.40 στα (xki )i, γ′ και ορίζουµε τα σύνολα Ik, ∪rJkr
piου ικανοpiοιούν το ακόλουθο
|e∗γ′(xk)| ≤ θkm4jk
∑
i:ti∈Ik
aki |xki (γ′)|
+
1
m2j0−1
∑
r
|e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](θkm4jk
∑
i:ti∈Jkr
aki x
k
i )|
= θkm4jk
∑
i:ti∈Ik
aki |xki (γ′)|+
1
m2j0−1
∑
r
|e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](xk)|.
Παρατηρούµε ότι κάθε σύνολο Ik \{min Ik} ανήκει στην οικογένεια Sξ2j0−1 και άρα κάθε σύνολο Ik είναι
στοιχείο της Sξ2j0−1+1. Εpiειδή 2j0 − 1 < 4jk για κάθε k έχουµε ότι Sξ2j0−1+1 ⊂ Sξ4jk+1 ⊂ Sζ4jk και
εpiοµένως
∑
i:ti∈Ik a
k
i ≤ 1m24jk για κάθε k. Εpiιpiλέον έχουµε την ακόλουθη εκτίµηση∑
r
e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](xk) =
∑
r:w(η′r)<w(ηk)
e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](xk)
+ θkm4jk
∑
r:w(η′r)>m4jk
e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](
∑
i∈Fk
aki x
k
i )
Εφόσον κάθε (xk, ηk) είναι (C, 4jk, 1, εjk) ακριβές Ϲεύγος αpiό Παρατήρηση 3.35 συνεpiάγεται ότι∑
r:w(η′r)<w(ηk)
|e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](xk)| ≤
∑
r:w(η′r)<w(ηk)
6C
m4j′r
.
Αpiό Λήµµα 2.61 για κάθε k έχουµε ότι,∑
r:w(η′r)>m4jk
|e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](
∑
i∈Fk
aki x
k
i )| ≤
4C ′
m24jk
+
6C ′
m24jk
=
10C
m24jk
.
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Εpiοµένως για κάθε k ισχύει ότι
∑
r
|e∗ηr ◦ P (2p′r,2q′r−1](xk)| ≤
∑
r:w(η′r)<w(ηk)
6C
m4j′r
+ θk
10C ′
m4jk
και εpiειδή θkC ′ ≤ C για κάθε k έχουµε ότι
|e∗γ′(xk)| ≤
C
m4jk
+
1
m2j0−1
 ∑
r:w(η′r)<w(ηk)
6C
m4j′r
+
10C
m4jk
 .
Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω έχουµε ότι
|
∑
k>k0
(−1)kakxk(γ′)| ≤ ak1
∑
k>k0
|e∗γ′(xk)| ≤
5Cak1
m22j0−1
≤ 2Cak1 .
Συµpiεραίνουµε ότι
|
l∑
k=1
(−1)kakixk(γ′)| ≤ |
∑
k≤k0
(−1)kakxk(γ′)|+ |
∑
k>k0
(−1)kakixki(γ′)|
< 2a1C + 2a1C = 4Ca1.
Πόρισµα 2.63. ΄Εστω (xk)lk=1 µία (c, C, 2j0 − 1, 1, ε) εξαρτηµένη ακολουθία στον L∞x,hi και έστω ακόµη
στοιχείο
∑
k∈F
akxk piου είναι (
1
m22j0−1
, 2j0 − 1) scc της (xk)k. Αν F = {k1, . . . , kn0},
‖
n0∑
i=1
akixki‖ ≥
1
m2j0−1
και ‖
n0∑
i=1
(−1)iakixki‖ ≤
40C
m22j0−1
.
Αpiόδειξη. Η piρώτη εκτίµηση piροέρχεται αpiό Παρατήρηση (2.7)(2). Για το δεύτερο µέρος, αpiό την άνω
εκτίµηση της Πρότασης 2.62 συµpiεραίνουµε ότι για κάθε στοιχείο γ ∈ Γ \ Γ µε ϐάρος w(γ) = m2j0−1
έχουµε ότι
|
n0∑
i=1
(−1)iakixki(γ)| ≤ 4Cak1 .
Εpiειδή η ακολουθία (xk)k είναι X-RIS το εpiιpiλέον τµήµα της Πρότασης 2.46 ικανοpiοιείται. Εpiοµενως,
‖
n0∑
i=1
(−1)iakixki‖ ≤
40C
m22j0−1
.
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Παρατήρηση 2.10. Αν x =
∑
k∈F
akxk είναι (
1
m22j0−1
, 2j0 − 1) scc της (c, C, 2j0 − 1, 1, ε) εξαρτηµένης
ακολουθίας (xk)lk=1 στον L∞X,hi µε ε < 1m22j0−1 , τότε dist(x,X) >
1
4m2j0−1
για κάθε k ∈ N. Πράγµατι,
αpiό την Παρατήρηση 2.7, το Πόρισµα 2.52 και την άνω εκτίµηση αpiό το Πόρισµα 2.63 συµpiεραίνουµε ότι
dist(x,X) ≥ 13(‖x‖ − 4ε) > 13( 1m2j0−1 − 4
1
m22j0−1
) > 14m2j0−1
.
Για την αpiόδειξη του ακόλουθου αpiοτελέσµατος χρησιµοpiοιούµε piαρόµοια εpiιχειρήµατα µε αυτά
piου χρησιµοpiοιούνται στο Λήµµα 2.62.
Λήµµα 2.64. ΄Εστω (xk)lk=1 µία (C, 2j0−1, 0, ε) εξαρτηµένη ακολουθία στον L∞x,hi και έστω
∑
k∈F
akxk piου
είναι (2j0 − 1, 1m22j0−1 ) scc της (xk)k. Τότε,
‖
∑
k∈F
akxk‖ ≤ 30C
m22j0−1
.
2.8 Ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X
Σε αυτήν την ενότητα ϑα αpiοδείξουµε ότι ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος, χρη-
σιµοpiοιώντας piαρόµοιες τεχνικές µε τις αντίστοιχες κατασκευές αpiό το [16], [10]. Για τη συνέχεια
συµβολίζουµε µε Q την κανονική αpiεικόνιση piηλίκο Q : L∞X,hi → L∞X,hi/X .
Πρόταση 2.65. ΄Εστω (z1l )l∈N, (z
2
l )l∈N δύο νορµαρισµένες skipped block ακολουθίες στον L∞X,hi έτσι
ώστε dist(zil , X) > c > 0 για κάθε l, i = 1, 2. Τότε για κάθε ε > 0 µpiορούµε να ϐρούµε δύο στοιχεία
z1 ∈ [z1l : l ∈ N], z2 ∈ [z2l : l ∈ N] έτσι ώστε ‖z1−z2‖ < ε‖z1 +z2‖ και dist(z1−z2, X) < εdist(z1 +z2, X).
Αpiόδειξη. Θέτουµε Z1 = [z1l : l ∈ N], Z2 = [z2l : l ∈ N] και έστω ε > 0. Για κάθε j ∈ N, δ > 0 αpiό
Παρατήρηση 2.9 µpiορούµε εpiαγωγικά να κατασκευάσουµε ακολουθίες (wk)lk=1, (ηk)lk=1, (γk)lk=1 και
ϕυσικούς αριθµούς p1 < q1 < . . . < pl < ql έτσι ώστε η ακολουθία (wk)lk=1 είναι (
1
4 , C, 2j0 − 1, 1, δ)
εξαρτηµένη ακολουθία και wk ∈ Z1 για k piεριττό, ενώ wk ∈ Z2 για k άρτιο. Εpiιλέγουµε j0 ώστε
160C
m2j0−1
< ε και δ < 1
m22j0−1
. ΄Εστω
∑
k∈F
akwk ένα ( 1m22j0−1
, 2j0− 1) scc της (wk)k, όpiου F = {k1, . . . , kn0}.
Θέτουµε z1 =
∑
i piεριττό
akiwki και z2 =
∑
i άρτιο
akiwki . Αpiό Πόρισµα 2.63 συνεpiάγεται ότι
‖z1 − z2‖ ≤ 40C
m22j0−1
, ‖z1 + z2‖ ≥ 1
m2j0−1
ενώ αpiό Παρατήρηση 2.10 καταλήγουµε ότι dist(z1 + z2, X) > 14m2j0−1 . Συνεpiώς,
‖z1 − z2‖
‖z1 + z2‖ ≤
40C
m2j0−1
< ε
και άρα
dist(z1 − z2, X) ≤ ‖z1 − z2‖ ≤ 40C
m22j0−1
= ε
4
m2j0−1
= εdist(z1 + z2, X)
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Πόρισµα 2.66. ΄Εστω Z1, Z2 δύο αpiειροδιάστατοι υpiόχωροι τουL∞X,hi. ΑνQ|Z1 ,Q|Z2 δεν είναι συµpiαγείς,
τότε για κάθε ε > 0 υpiάρχουν δύο στοιχεία z1 ∈ Z1 και z2 ∈ Z2 piου ικανοpiοιόύν ότι dist(z1, X) > 120 ,
dist(z2, X) >
1
20 , ‖z1 − z2‖ < ε‖z1 + z2‖ και
dist(z1 − z2, X) < εdist(z1 + z2, X).
Αpiόδειξη. Εpiειδή Q|Zi δεν ειναι συµpiαγής για i = 1, 2 υpiάρχουν νορµαρισµένες ακολουθίες (z1n)n,
(z2n)n στους Z1, Z2 αντίστοιχα και skipped block ακολουθίες (y1n)n και (y2n)n µε τις ακόλουθες ιδιότητες
1. Υpiάρχει σταθερά c > 0 ώστε dist(zin, X) > c για κάθε i = 1, 2 και n.
2. Ισχύει ότι
∑
n
‖zin − yin‖ < c2 και άρα dist(yin, X) > c2 για i = 1, 2 και για κάθε n.
Αpiό Πρόταση 2.65 για τις skipped block ακολουθίες (yin)n, i = 1, 2 συνεpiάγεται ότι υpiάρχουν στοιχεία
z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2 µε τις Ϲητούµενες ιδιότητες.
Πόρισµα 2.67. ΄Εστω Z ένας υpiόχωρος του L∞X,hi µε την ιδιότητα ότι για κάθε υpiόχωρο W του Z ο
τελεστής Q|W δεν είναι συµpiαγής. Τότε ο χώρος Z είναι καθολικά αδιάσpiαστος.
Πρόταση 2.68. Ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X είναι καθολικά αδιάσpiαστος.
Αpiόδειξη. ΄Εστω W1, W2 δύο αpiειροδιάστατοι υpiόχωροι του L∞X,hi/X . ΄Εστω ακόµη ε > 0 και (w1n)n,
(w2n)n δύο νορµαρισµένες Schauder ϐασικές ακολουθίες στους υpiοχώρους W1 και W2 αντίστοιχα µε
σταθερά C0 > 0. Εpiιλέγουµε ακολουθίες (z1n)n, (z2n)n στον L∞X,hi έτσι ώστε Q(zin) = win για κάθε n και
i = 1, 2. Θέτοντας z˜ik = zin2k − zin2k−1 , µpiορούµε να υpiοθέσουµε (piερνώντας σε υpiακολουθία, αν είναι
αpiαραίτητο) ότι η ακολουθία (z˜ik)k είναι ασθενώς µηδενική. Πρόκυpiτει το ακόλουθο
dist(z˜ik, X) = ‖Q(zin2k)−Q(zin2k−1)‖ = ‖win2k − win2k−1‖ >
1
C0
‖win2k‖ =
1
C0
.
για κάθε n, i = 1, 2.
Θέτουµε Z1 = 〈(z˜1k)k〉, Z2 = 〈(z˜2k)k〉 και piαρατηρούµε ότι οι τελεστές Q|Z1 , Q|Z2 δεν είναι συµpiαγείς.
Το συµpiέρασµα έpiεται αpiό Πόρισµα 2.66.
2.9 Ο χώρος των γραµµικών και ϕραγµένων τελεστών του L∞X,hi
Ο στόχος αυτής της ενότητας είναι να να αpiοδειχθεί το Θεώρηµα 2.76, δηλαδή ότι για κάθε γραµµικό
και ϕραγµένο τελεστή T piάνω στον L∞X,hi υpiάρχει ένας piραγµατικός αριθµός λ έτσι ώστε ο τελεστής
Q ◦ (T − λI) να είναι συµpiαγής, όpiου µε Q ϑα συµβολίζουµε την κανονική αpiεικόνιση piηλίκο.
Η αpiόδειξη χωρίζεται σε δύο ϐήµατα. Το piρώτο ϐήµα είναι να αpiοδείξουµε ότι dist(Txi, 〈xi, X〉)→ 0
για κάθε RIS (xi)i∈N. Αυτό συνεpiάγεται την ύpiαρξη ενός piραγµατικού αριθµού λ µε την ιδιότητα ότι
‖Q◦Txi−λQ(xi)‖ → 0. Το δεύτερο ϐήµα είναι να αpiοδείξουµε ότι ο αριθµός λ είναι µοναδικός, δηλαδή
δεν εξαρτάται αpiό την αρχική RIS (xi)i∈N, και ικανοpiοιεί το Θεώρηµα 2.76.
Ξεκινάµε µε την ακόλουθη piρόταση.
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Πρόταση 2.69. ΄Εστω T : L∞X,hi → L∞X,hi ένας γραµµικός, ϕραγµένος τελεστής και έστω (xk)k µία
ϕραγµένη block ακολουθία στον L∞X,hi. Αν dist(xk, X)→ 0, τότε dist(Txk, X)→ 0.
Αpiόδειξη. Κατ΄ αρχάς piρέpiει να piαρατηρήσουµε ότι αν η ακολουθία (xn)n συγκλίνει norm στο µηδέν,
τότε εpiειδή ο τελεστής T είναι ϕραγµένος, το Ϲητούµενο piροκύpiτει άµεσα. Εpiοµένως, υpiοθέτουµε ότι
η (xn)n είναι νορµαρισµένη και εpiειδή η FDD είναι συρρικνούσα piροκύpiτει ότι η (xn)n είναι ασθενώς
µηδενική. Ακόµη το γεγονός ότι dist(xn, X)→ 0 µας δίνει τη δυνατότητα να εpiιλέξουµε ακολουθία (yn)n
στον X έτσι ώστε ‖xn − yn‖ → 0. Αρκεί να δείξουµε ότι dist(Tyn, X)→ 0. Υpiοθέτουµε µε εις άτοpiο ότι
υpiάρχει δ > 0 ώστε dist(Tyn, X) > δ > 0 (piερνώντας σε υpiακολουθία). Παρατηρούµε ότι η ακολουθία
(Tyn)n είναι ασθενώς µηδενική και άρα για κάθε j ∈ N, piερνώντας σε υpiακολουθία, µpiορούµε να
ϐρούµε skipped block ακολουθία (wn)n piου ικανοpiοιεί ότι
∑
n ‖wn − Tyn‖ < δ8m2j . Εpiοµένως,
dist(wn, X) ≥ dist(Tyn, X)−
∑
n
‖wn − Tyn‖ > δ
2
.
Αpiό Πόρισµα 2.50 υpiάρχει k0 ∈ N µε την ιδιότητα ότι για κάθε κυρτό συνδυασµό
∑
n∈G rnwn της
(wn)n∈N ώστε minsuppw1 > k0, G ∈ Sξ2j ισχύει ότι ‖
∑
n∈G rnwn‖ ≥ δ4m2j και άρα
‖
∑
n∈G
rnTyn‖ ≥ ‖
∑
n∈G
rnwn‖ −
∑
n∈G
rn‖wn − Tyn‖ > δ
4m2j
− δ
8m2j
=
δ
8m2j
.
Εpiειδή ο X είναι Sξ ϕραγµένος αpiό Πόρισµα 2.20 για ε < δ8m2j‖T‖ υpiάρχει κυρτός συνδυασµός∑
n∈F rnyn όpiου F ∈ Sξ2j ώστε ‖
∑
n∈F rnyn‖ < ε. Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω piροκύpiτει ότι
δ
8m2j
≤ ‖
∑
n∈F
anTyn‖ ≤ ‖T‖ε < δ
8m2j
,
το οpiοίο είναι άτοpiο.
Παρατήρηση 2.11. Αν dist(xi, X)→ 0 τότε dist(Txi, X)→ 0 και εpiοµένως dist(Txi, < xi, X >)→ 0.
Λήµµα 2.70. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στον L∞X,hi. ΄Εστω ακόµη (xi)i µία
block ακολουθία στον L∞X,hi. Τότε για κάθε ε > 0 υpiάρχει υpiακολουθία (xi)i∈M και ϕυσικοί αριθµοί 0 =
2k1 < 2l1 < 2k2 < 2l2 . . . έτσι ώστε για κάθε i ∈M , ranxi ⊂ (2ki, 2li−1] και ‖(I−P (2ki,2li−1])(Txi)‖ < ε.
Ως άµεση συνέpiεια του piαραpiάνω, αν T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στον L∞X,hi,
για κάθε (xi)i block ακολουθία στον L∞X,hi µpiορούµε να υpiοθέτουµε στη συνέχεια, χωρίς ϐλάβη της γενι-
κότητας ότι η ακολουθία των εικόνων (Txi)i είναι εpiίσης block. Εpiίσης, ϑα χρειαστούµε τροpiοpiοιηµένες
εκδοχές της έννοιας του (0, 2j, εj) ακριβές Ϲεύγους και της (0, 2j − 1) εξαρτηµένης ακολουθίας.
Ορισµός 2.71. Λέµε ότι το Ϲεύγος (z, η) είναι (C, 2j, εj , 0) σχεδόν ακριβές Ϲεύγος αν το Ϲεύγος (z, η)
ικανοpiοιεί τις ιδιότητες στον Ορισµό 3.27 µε τη διαφορά ότι 0 6= z(η) = δ > 0.
Ορισµός 2.72. Λέµε ότι µία ακολουθία (zi)i∈N είναι (c, C, 2j − 1, 0, ε) σχεδόν εξαρτηµένη ακολουθία
στον L∞X,hi αν τα Ϲεύγη (zi, ηi) είναι (C, 4ji, εi, 0) σχεδόν ακριβή Ϲεύγη.
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Παρατήρηση 2.12. ΄Εστω (zi)i είναι (c, C, 2j − 1, 0, ε) σχεδόν εξαρτηµένη ακολουθία στον L∞X,hi. Εξό-
ϱισµού υpiάρχουν ηi ∈ Γ ώστε τα Ϲεύγη (zi, ηi) να είναι σχεδόν ειδικά Ϲεύγη µε xi(ηi) = δi > 0 και έστω∑
k∈F aizi ένα (
1
m∗2j−1
, 2j − 1) scc της (zi)i. Ακολουθώντας τα ϐήµατα της αpiόδειξης στο Λήµµα 2.62
διαpiιστώνουµε ότι ‖∑i∈F aizi‖ ≤ 10m22j−1 (3C + 1m2j−1 ∑i∈F δi).
Λήµµα 2.73. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής στον L∞X,hi και έστω (xi)i X-RIS ώστε
dist(Txi, 〈xi, X〉) > δ > 0 για κάθε i. Τότε για κάθε j, p ∈ N υpiάρχει x ∈ [xi : i ∈ N], q > p και γ ∈ ∆2q
piου ικανοpiοιούν τα ακόλουθα
1. Το Ϲεύγος (x, γ) είναι (13C, 2j, 1
m22j
, 0) σχεδον ακριβές Ϲεύγος όpiου x = m2j
∑
i∈F
aixi και το στοιχείο∑
i∈F
aixi είναι (
1
m22j
, 2j) scc της (xi)i.
2. ranx, ranTx ⊂ (2p, 2q] και Tx(γ) > δ4 .
Αpiόδειξη. ΄Εστω j, p ∈ N. Εpiειδή ο X είναι Sξ ϕραγµένος, αpiό Παρατήρηση 2.4 µpiορούµε να υpiοθέ-
σουµε, piερνώντας σε υpiακολουθία, ότι για κάθε ( 1
m22j
, 2j) scc της (xi)i της µορφής
∑
i∈F
aixi ισχύει ότι
‖Φ(∑
i∈F
aixi)‖X ≤ 1m22j . Αpiό Hahn Banach έστω b˜
∗
i ∈ B`1(Γ) ώστε
b˜∗i (xi) = 0, b˜
∗
i |X = 0 και b˜∗i (Txi) >
δ
2
.
Η ακολουθία (b˜∗i )i έχει υpiακολουθία piου είναι w∗-συγκλίνουσα σε ένα z∗ ∈ `1(Γ). Εpiειδή οι ακο-
λουθίες (xi)i, (Txi)i είναι ασθενώς µηδενικές µpiορούµε να υpiοθέσουµε piερνώντας σε υpiακολουθίες
ότι
∑
i z
∗(xn) < δ16 και
∑
i z
∗(xn) < δ16 . Η ακολουθία των διαφορών (b˜
∗
i − z∗)i είναι w∗-µηδενική
και µε sliding hump εpiιχειρήµατα όpiως στην Πρόταση 2.49 ϐρίσκουµε L ∈ [N]∞, ϕυσικούς αριθµούς
2p < 2k1 < 2l1 < 2k2 < . . . και συναρτησιακά (b∗i )i∈L µε b∗i ∈ B2li−1,2ki ώστε∑
i
‖b∗i |X‖ <
1
m2j
,
∑
i
b∗i (xi) <
1
m2j
, b∗i (Txi) >
δ
4
.
Μpiορούµε ακόµη να υpiοθέσουµε ότι ranxi, ranTxi ⊂ (2ki, 2li − 1] και έστω στοιχείο
∑
i∈F
aixi piου
είναι ( 1
m22j
, 2j) scc της (xi)i∈L έτσι ώστε 2j < min ranxminF . Γράφουµε το σύνολο F στη µορφή F =
{i1, . . . , in0} και ϑέτουµε x = m2j
∑
i∈F
aixi. Εpiιλέγουµε στοιχείο η1 ∈ ∆2li1 της µορφής η1 = (m2j , b∗i1).
Θέτουµε pr = kir , qr = lir και εpiαγωγικά εpiιλέγουµε στοιχεία ηr ∈ ∆2lr για 1 < r ≤ n0 έτσι ώστε
για κάθε r, ηr = (2qr, ηr−1,Fηl ,m2j , b∗ir). Παρατηρούµε ότι το σύνολο {2qr}1≤r≤n0 είναι spread της
{tir : ir ∈ F} το οpiοίο ανήκει στην οικογένεια Sξ2j . Εpiοµένως, για κάθε 1 ≤ r < n0 το σύνολο Fηr είναι
ένα µη µεγιστικό στοιχείο της Sξ2j και άρα κάθε ηr είναι καλά ορισµένο. Για 1 ≤ r ≤ n0, και έστω γ είναι
το στοιχείο του συνόλου Γ µε ανάλυση {2pr, 2qr− 1, ηl, b∗il}1≤l≤n0 . Αpiό τα piαραpiάνω συµpiεραίνουµε ότι
x(γ) =
n0∑
r=1
d∗ηr(x) +
1
m2j
n0∑
r=1
b∗ir ◦ P (2pr,2qr−1](x) <
1
m2j
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αφού d∗ηk(xir) = 0 για κάθε r, k. Εpiίσης, έχουµε ότι
‖Φ(x)‖X = m2j‖Φ(
∑
i∈F
aixi)‖X < εCm2j < C
m22j
και εpiειδή d∗ηi |X = 0 για κάθε i piροκύpiτει ότι
‖e∗γ |X‖ =
1
m2j
∑
r
‖b∗ir |X‖ <
1
m22j
.
Χρησιµοpiοιώντας την Πρόταση 2.46 συµpiεραίνουµε ότι το Ϲεύγος (x, γ) είναι (16C, 2j, 1
m22j
, 0) σχεδόν
ακριβές Ϲεύγος. Τέλος, piαρατηρούµε ότι για i = il ∈ F (l ≤ n0),
Txir(η) =
1
m2j
b∗ir(Txil) >
δ
4m2j
.
Συνεpiώς,
Tx(η) = m2j
∑
i∈F
aiTxi(η) >
δ
4
.
Πρόταση 2.74. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής στον L∞X,hi και έστω (xi)i X-RIS στον
L∞X,hi. Τότε dist(Txi, 〈xi, X〉)→ 0.
Αpiόδειξη. Υpiοθέτουµε µε εις άτοpiο ότι υpiάρχει δ > 0 ώστε
dist(Txi, 〈xi, X〉) > δ
για κάθε i, piερνώντας σε υpiακολουθία. ΄Εστω j0 piου ϑα piροσδιοριστεί αργότερα και έστω j > j0
έτσι ώστε m2j−2 > m22j0−1. Για p1 = 0 και j1 = 2j − 1 αpiό Λήµµα 2.73 υpiάρχουν 0 < l1 και ένα
(16C, 4j1 − 2, 1m24j1−2 , 0) σχεδόν ακριβές Ϲεύγος (z1, η1) µε z1(η1) <
1
m4j1−2
έτσι ώστε
η1 ∈ Γ2l1−1 \ Γ2k1 , ranz1, ranTz1 ⊂ (0, 2l1 − 1] και Tz1(η1) >
δ
4
.
΄Εστω γ1 ∈ ∆2l1 της µορφής γ1 = (m2j0−1, e∗η1) και Fγ1 = {2l1}. Εφαρµόζοντας εpiαγωγικά το Λήµµα
2.73 για κάθε i ≥ 2 ώστε Fγi−1 ∈ Sξ2j0−1 µη µεγιστικό και για pi = 2li−1, ji = σ(γi−1) ϐρίσκουµε
pi < ki < li, (16C, 4ji, 1m24ji
, 0) σχεδόν ακριβή Ϲεύγη (zi, ηi) µε zi(ηi) < 1m4ji και στοιχεία γi ∈ ∆2li της
µορφής γi = (2ki, γi−1,Fγi−1 ,m2j0−1, e∗ηi) piου ικανοpiοιούν ότι
ηi ∈ Γ2li−1 \ Γ2ki , ranzi, ranTzi ⊂ (2ki, 2li − 1], T zi(ηi) >
δ
4
.
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Αpiό τα piαραpiάνω συνεpiάγεται ότι η ακολουθία (zi)ni=1 είναι (16C, 2j0− 1, 1m22j0−1 , 0) σχεδόν εξαρτη-
µένη ακολουθία και έστω ( 1
m22j0−1
, 2j0−1) scc z =
∑
i∈F
aizi της (zi)i≤n. Αpiό Παρατήρηση 2.12 piροκύpiτει
ότι,
‖Tz‖ ≤ 481C‖T‖
m22j0−1
.
Παρατηρούµε ότι γn ∈ Γ \ Γ και
e∗γn =
n∑
i=1
d
∗
γi +
1
m2j0−1
n∑
i=1
e∗ηi ◦ P (2ki,2li−1].
Υpiενθυµίζουµε ότι m4ji > m4j1−2 > m22j0−1 και άρα
‖Tz‖ ≥ Tz(γn) =
∑
i∈F
aiTzi(γ) =
1
m2j0−1
∑
i∈F
aiTzi(ηi) >
δ
4m2j0−1
.
Αν ο ϕυσικός j0 εpiιλεγεί ώστε m2j0−1 > 1924C‖T‖δ−1, το piαραpiάνω οδηγεί σε άτοpiο.
Η εpiόµενη piρόταση ϐασίζεται στην L∞ δοµή του χώρου L∞X,hi και αpiοτελεί ανάλογο αντίστοιχου
αpiοτελέσµατος στο [10] (Πρόταση 5.11).
Πρόταση 2.75. ΄Εστω T : L∞X,hi → L∞X,hi γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής και Q : L∞X,hi → L∞X,hi/X η
κανονική αpiεικόνιση piηλίκο. Αν ‖Q ◦ T (xk)‖ → 0 για κάθε X-RIS (xk)k τότε ‖Q ◦ T (xk)‖ → 0 για κάθε
ϕραγµένη block ακολουθία (xk)k στον L∞X,hi.
Αpiόδειξη. ΄Εστω (xk)k µία ϕραγµένη block ακολουθία στον L∞X,hi. Αν dist(xk, X)→ 0, τότε αpiό Πρόταση
2.69 piροκύpiτει ότι dist(T (xk), X) → 0 και άρα ισχύει. Υpiοθέτουµε τώρα ότι υpiάρχει σταθερά c > 0
έτσι ώστε dist(xk, X) > c > 0 για κάθε k (piερνώντας σε υpiακολουθία). Παρατηρούµε ότι xk = iqk(uk)
όpiου uk = xk|Γqk στοιχείο του υpiοσυνόλου Γqk \ Γqk−1 . Για κάθε k και N ∈ N χωρίζουµε το uk σε δύο
κοµµάτια vNk , wNk ως εξής
vNk (γ) =
{
uk(γ) αν w(γ) ≤ mN
0 διαφορετικά
wNk (γ) =
{
uk(γ) αν w(γ) > mN
0 διαφορετικά
Θέτουµε yNk = iqk(vNk ) και zNk = iqk(wNk ). Εξ΄ ορισµού piροκύpiτει ότι οι ακολουθίες (yNk )k, (zNk )k είναι
ϕραγµένες και υpiοθέτουµε ότι υpiάρχει ε > 0 ώστε dist(Txk, X) > ε. Είναι άµεσο ότι για κάθε N ,
η ακολουθία (yNk )k έχει ϕραγµένα τοpiικά ϐάρη και αpiό Πρόταση 2.36 συνεpiάγεται ότι είναι RIS. Για
κάθε N ∈ N είτε limdist(yNk , X) > 0 ή limdist(yNk , X) = 0. Στην piρώτη piερίpiτωση, υpiάρχει MN ∈ [N]
ώστε η υpiακολουθία (yNk )k∈MN να είναι X-RIS και άρα αpiό την υpiόθεση έχουµε ότι dist(TyNk , X)→ 0.
Στη δεύτερη piερίpiτωση, αpiό Πρόταση 2.69 υpiάρχει MN ∈ [N] ώστε για την υpiακόλουθία (yNk )k∈MN να
έχουµε ότι dist(TyNk , X) → 0. Με εpiιχείρηµα διαγωνιοpiοίησης piροκύpiτει ότι dist(Tynkn , X) → 0 για
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kn →∞.
Παρατηρούµε ότι dist(Tznkn , X) ≥ dist(Txkn , X)−dist(Tynkn , X) > δ > 0. Αpiό Πρόταση 2.69 piροκύpiτει
ότι dist(znkn , X) > δ
′ > 0. Θέτουµε n1 = 1 και nj+1 = qknj για j > 1. Παρατηρούµε ότι η υpiακολουθία
(zknj )j έχει αυστηρά αύξοντα τοpiικά ϐάρη και άρα αpiό Πρόταση 2.36 είναι X-RIS. Αpiό τα δεδοµένα
συνεpiάγεται ότι ‖Q ◦ T (znjknj )‖ → 0 και άρα µε ϐάση τα piαραpiάνω καταλήγουµε ότι ‖Q ◦ T (xknj )‖ → 0
το οpiοίο είναι άτοpiο.
Στο piαρακάτω ϑεώρηµα αpiοδεικνύεται η ϐασική ιδιότητα piου έχει ο χώρος των γραµµικών και
ϕραγµένων τελεστών του L∞X,hi για χώρο X διαχωρίσιµο συζυγή χωρίς καµία piεραιτέρω υpiόθεση.
Θεώρηµα 2.76. ΄Εστω T γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στον L∞X,hi. Τότε υpiάρχει αριθµός λ
ώστε ο τελεστής Q ◦ (T − λI) να είναι συµpiαγής, όpiου Q : L∞X,hi → L∞X,hi/X είναι η κανονική αpiεικόνιση
piηλίκο.
Αpiόδειξη. ΄Εστω (xi)i µία (c, C)-RIS στον L∞X,hi. Αpiό Πρόταση 2.74 υpiάρχουν piραγµατικοί αριθµοί λi
ώστε ‖Q ◦ (T − λiI)(xi)‖ → 0. Ισχυριζόµαστε ότι η ακολουθία (λi)i συγκλίνει σε έναν αριθµό λ.
Πράγµατι, αν όχι τότε µpiορούµε να υpiοθέσουµε, piερνώντας σε υpiακολουθία, ότι |λi+1 − λi| > δ για
κάθε i. Θέτουµε yi = x2i−1 + x2i για κάθε i. Εύκολα ϐλέpiουµέ ότι η ακολουθία (yi)i είναι RIS και
αpiό Παρατήρηση 2.11 και Πρόταση 2.74 υpiάρχουν αριθµοί µi έτσι ώστε ‖Q ◦ (T − µiI)(yi)‖ → 0.
Συνεpiάγεται ότι,
‖Q[(λ2i−1 − µi)x2i−1 + (λ2i − µi)x2i]‖ ≤ ‖Q ◦ (T − λ2i−1I)(x2i−1)‖
+ ‖Q ◦ (T − λ2iI)(x2i)‖
+ ‖Q ◦ (T − µiI)yi‖ → 0.
Εpiειδή η ακολουθία (xi)i είναι skipped block συµpiεραίνουµε ότι είναι ασθενώς µηδενική και άρα η
ακολουθία (Qxi)i είναι ασθενώς µηδενική. ΄Οµως ‖Q(xi)‖ > c και άρα, piερνώντας σε υpiακολουθία,
µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι είναι Schauder ϐασική. Αυτό συνεpiάγεται οτι υpiάρχει σταθερά d > 0
ώστε ‖a2iQ(x2i)‖+ ‖a2i−1Q(x2i−1)‖ ≤ d‖a2iQ(x2i) +a2i−1Q(x2i−1)‖ για κάθε i και κάθε piραγµατικούς
αριθµούς a2i, a2i−1. Αpiό τα piαραpiάνω piροκύpiτει οτι |λ2i−1 − µi| → 0 και |λ2i − µi| → 0, εpiοµένως
|λ2i−1 − λ2i| → 0 το οpiοίο έρχεται σε αντίφαση µε την αρχική µας υpiόθεση. Μένει να δειχθεί ότι ο
αριθµός λ είναι ανεξάρτητος της εpiιλογής της X-RIS στον L∞X,hi ∩QΓ. Πράγµατι, αν (xi)i και (x′i)i είναι
X-RIS µε ‖Q◦(T −λI)(xi)‖ → 0 και ‖Q◦(T −λ′I)(x′i)‖ → 0, µpiορούµε να ϐρούµε ϕυσικούς αριθµούς
i1 < i2 < . . . ώστε η ακολουθία (yk)k piου ορίζεται ως
yk =
{
xik αν k piεριττός
x′ik αν k άρτιος
είναι εpiίσηςX-RIS. Χρησιµοpiοιώντας piαρόµοια το piαραpiάνω εpiιχείρηµα piροκύpiτει ότι λ = λ′. Εpiοµέ-
νως, υpiάρχει αριθµός λ ώστε ‖Q◦(T−λI)(xi)‖ → 0 για κάθε (xi)i X-RIS στον L∞X,hi∩QΓ. Αpiό Πρόταση
2.75 έχουµε ότι ‖Q ◦ (T − λI)(xi)‖ → 0 για κάθε ϕραγµένη block ακολουθία (xi)i στον L∞X,hi ∩ QΓ.
Αυτό σηµαίνει ότι ο τελεστής Q ◦ (T − λI) είναι συµpiαγής.
70 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. HI ΕΜΦΥΤΕΥΣΕΙΣ L∞ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΧΩΡΟΙ BANACH ΜΕ ΠΟΛΥ ΛΙΓΟΥΣ ΤΕΛΕΣΤΕΣ
2.10 Το quotient compact κριτήριο
Σε αυτήν την ενότητα ϑα piαρουσιάσουµε τις ικανές συνθήκες piου piρέpiει να ικανοpiοιεί ο χώρος X έτσι
ώστε ο χώρος L∞X,hi να έχει piολύ λίγους τελεστές. Ο τρόpiος piροσέγισής µας σέβεται τη δοµή του χώρου
piηλίκου L∞X,hi/X όpiως µελετήθηκε σε piροηγούµενη ενότητα.
Ορισµός 2.77. ΄Εστω X χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή. Ο χώρος X λέµε ότι ικανοpiοιεί το
quotient compact κριτήριο (qcc), αν για κάθε χώρο Banach Z µε ϐάση (Schauder) piου piεριέχει τον X
(ισοµορφικά) και έχει διαχωρίσιµο συζυγή και κάθε L∞ χώρο X µε συζυγή X∗ διαχωρίσιµο, ισχύει το
ακόλουθο:
΄Ενας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής T : X→ Z είναι συµpiαγής αν και µόνο αν ο τελεστής Q ◦ T :
X→ Z/X είναι συµpiαγής, όpiου Q είναι η κανονική αpiεικόνιση piηλίκο εpiί του Z/X .
Πρόταση 2.78. Κάθε διαχωρίσιµος αυτοpiαθής χώρος X ικανοpiοιεί το qcc.
Αpiόδειξη. ΄Εστω ότι ο τελεστής Q ◦ T : X → Z/X είναι συµpiαγής, οpiου T : X → Z γραµµικός και
ϕραγµένος τελεστής. Θα δείξουµε ότι ο T είναι συµpiαγής. ΄Εστω (xn)n∈N µία ϕραγµένη ακολουθία στον
X. Εpiειδή ο τελεστής Q ◦ T είναι συµpiαγής υpiάρχει στοιχείο z ∈ Z ώστε Q ◦ T (xn) → Q(z) και άρα
Q◦T (xn)−Q(z)→ 0. Εpiοµένως, υpiάρχει ακολουθία (zn)n στον X ώστε ‖T (xn)−z−zn‖ → 0. Εpiειδή
ο X είναι αυτοpiαθής, υpiάρχει υpiακολουθία της (zn)n, (znk)k∈N και στοιχείο z′ ∈ X ώστε znk w→ z′.
Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω έχουµε ότι T (xnk)
w→ (z + z′). Αυτό συνεpiάγεται ότι ο τελεστής T είναι
ασθενώς συµpiαγής και άρα ο συζυγής τελεστής T ∗ : Z∗ → X∗ είναι ασθενώς συµpiαγής. Εpiειδή ο
συζυγής X∗ είναι ισόµορφος µε τον `1 και ο `1 έχει την ιδιότητα schur piροκύpiτει ότι ο T ∗ και άρα και ο
T είναι συµpiαγείς.
Στη συνέχεια αpiοδεικνύουµε ότι κάθε χώρος BanachX µε διαχωρίσιµο συζυγή έτσι ώστε ο `1 δεν είναι
ισόµορφος µε ένας συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του X∗ ικανοpiοιεί qcc. Αpiό Θεώρηµα 2.76 συνεpiάγεται
ότι για κάθε χώρο Banach X piου ανήκει σε αυτή την κλάση, ο χώρος L∞X,hi έχει piολύ λίγους τελεστές.
Υpiενθυµίζουµε τον ακόλουθο ορισµό αpiό [30].
Ορισµός 2.79. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) ένας χώρος Banach και A,B ⊂ X. Θα λέµε ότι το σύνολο A σχεδόν
αpiορροφά το σύνολο B αν για κάθε ε > 0 υpiάρχει λ > 0 έτσι ώστε B ⊂ λA+ εBX .
Εν συνεχεία, δοθέντος ενός χώρου Banach Z και ενός υpiοχώρου X του Z συµβολίζουµε µε Q την
κανονική αpiεικόνιση piηλίκο Q : Z → Z/X .
Λήµµα 2.80. ΄Εστω Z χώρος Banach µε ϐάση Schauder (zn)n και έστω X κλειστός υpiόχωρος του Z.
Αν K είναι ένα ϕραγµένο υpiοσύνολο του Z ώστε η εικόνα Q[K] είναι norm συµpiαγές, τότε ϑέτοντας
W = conv{W1 ∪BX} όpiου W1 = conv{± 1nzn : n ∈ N} το σύνολο W σχεδόν αpiορροφά το σύνολο K.
Αpiόδειξη. Υpiοθέτουµε µε εις άτοpiο ότι το σύνολο W δεν αpiορροφά το σύνολο K και άρα υpiάρχει
ε > 0 και για κάθε n ∈ N υpiάρχει xn ∈ K ώστε το στοιχείο xn δεν ανήκει στο σύνολο nW + εBZ .
Εpiοµένως, µpiορούµε να ϐρούµε ακολουθία (xn)n στο συνολοK έτσι ώστε για κάθε n, dist(xn, nW ) > ε.
Εpiειδή το σύνολο Q[K] είναι norm συµpiαγές, µpiορούµε να υpiοθέσουµε piερνώντας σε υpiακολουθία
ότι υpiάρχει στοιχείο x ∈ Z ώστε dist(xn − x,X) → 0. Χρησιµοpiοιώντας το γεγονός ότι η (zi)i είναι
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ϐάση (Schauder) για τον Z, ϐρίσκουµε ένα piεpiερασµένο γραµµικό συνδυασµό της µορφής
d∑
i=1
λizi έτσι
ώστε ‖x −
d∑
i=1
λizi‖ < ε2 και έστω λ > 0 ώστε dist(xn −
d∑
i=1
λizi, λBX) <
ε
2 . Συνεpiώς, piροκύpiτει ότι
dist(xn,
d∑
i=1
λizi + λBX) <
ε
2 .
Είναι άµεσο ότι υpiάρχει λ′ > 0 έτσι ώστε
d∑
i=1
λizi ∈ λ′W1. Θέτοντας λ′′ = λ+ λ′ piαρατηρούµε ότι
d∑
i=1
λizi + λBX ⊂ λ′′W
αpiό το οpiοίο συνεpiάγεται ότι
dist(xn, λ
′′
W ) <
ε
2
.
Εpiειδή dist(xn, nW ) > ε για n ≥ λ′′ , καταλήγουµε σε άτοpiο.
Το ακόλουθο Λήµµα στηρίζεται σε µία ϐασική ιδιότητα του χώρου `1, γνωστή ως lifting ιδιότητα.
Λήµµα 2.81. ΄Εστω T : X → `1 ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piου δεν είναι συµpiαγής. Τότε
ο `1 είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του X. Εpiιpiλέον ο τελεστής T ∗ : `∞ → X∗ ¨φιξάρει¨
κόpiια του `∞ στον X∗.
Στη συνέχεια ϑα χρησιµοpiοιήσουµε το ακόλουθο κλασσικό αpiοτέλεσµα αpiό τον H. P. Rosenthal([43]).
Πρόταση 2.82. ΄Εστω X χώρος Banach και T : `∞(N) → X έτσι ώστε limn‖T (en)‖ > δ > 0. Τότε
υpiάρχει M ∈ [N]∞ έτσι ώστε ο τελεστής T |`∞(M) : `∞(M)→ X είναι ισόµορφισµός.
Λήµµα 2.83. ΄Εστω Z χώρος Banach µε ϐάση Schauder και διαχωρίσιµο συζυγή, X υpiόχωρος του Z
και X ένας L∞ χώρος ώστε X∗ ' `1. ΄Εστω ακόµα T : X → Z γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής ώστε ο
Q ◦ T : X→ Z/X είναι συµpiαγής τελεστής. Τότε, T ∗∗[BX∗∗ ] ⊂ Z +X∗∗.
Αpiόδειξη. Εpiειδή ο τελεστής Q ◦ T είναι συµpiαγής, ϑέτοντας K = T [BX] το σύνολο Q[K] είναι norm
συµpiαγές. Αpiό Λήµµα 2.80 piροκύpiτει ότι το σύνολο W = conv(W1 ∪BX) σχεδόν αpiορροφά το σύνολο
K. Εpiοµένως, για κάθε ε > 0 υpiάρχει λ > 0 ώστε
T [BX] ⊂ λW + εBZ .
Εpiειδή ο τελεστής T ∗∗ : X∗∗ → Z∗∗ είναι w∗-συνεχής, συνεpiάγεται ότι
T ∗∗[BX∗∗ ] = T [BX]
w∗
και άρα για κάθε n ∈ N υpiάρχει αριθµός λn έτσι ώστε
T ∗∗[BX∗∗ ] ⊂ λnWw
∗
+
1
n
BZ∗∗ .
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Εpiειδή το σύνολο W1 norm συµpiαγές έχουµε ότι W
w∗ ⊂ Z +X∗∗ και άρα
T ∗∗[BX∗∗ ] ⊂ ∩n(λnZ +X∗∗ + 1
n
BZ∗∗) = Z +X∗∗.
Θεώρηµα 2.84. ΄Εστω Z χώρος Banach µε ϐάση Schauder και διαχωρίσιµο συζυγή, X υpiόχωρος του
Z και X ένας L∞ χώρος ώστε X∗ ' `1. ΄Εστω ακόµα T : X → Z γραµµικός, ϕραγµένος, µη συµpiαγής
τελεστής. Αν ο τελεστής Q ◦ T : X → Z/X είναι συµpiαγής, τότε ο `1 είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό
υpiόχωρο του X∗.
Αpiόδειξη. Εpiειδή ο T δεν είναι συµpiαγής συνεpiάγεται (αpiό κλασσικά αpiοτελέσµατα) ότι οι τελεστές
T ∗ : Z∗ → X∗ και T ∗∗ : X∗∗ → Z∗∗ δεν είναι συµpiαγείς. Εpiειδή X∗ ' `1 και ο τελεστής Q ◦ T είναι
συµpiαγής, αpiό Λήµµα 2.83 piροκύpiτει ότι T ∗∗[BX∗∗ ] ⊂ Z +X∗∗ και άρα µpiορούµε να ϑεωρήσουµε
τον T ∗∗ ως ένα τελεστή αpiό τον `∞ στον Z +X∗∗. Εpiιpiλέον εpiειδή ο T ∗ δεν είναι συµpiαγής, αpiό
Λήµµα 2.81 συνεpiάγεται ότι ο T ∗∗ ¨φιξάρει¨ µία κόpiια του `∞ στον Z +X∗∗. ΄Εστω Q : Z +X∗∗ →
Z +X∗∗/X∗∗ η κανονική αpiεικόνιση piηλίκο και (en)n∈M η µοναδιαία ϐάση του c0 σε αυτή τη κόpiια του
`∞. Ισχυριζόµαστε ότι
‖Q ◦ T ∗∗(ek)‖ → 0.
Πράγµατι, αν όχι αpiό Πρόταση 2.82 έχουµε ότι ο χώρος piηλίκο Z +X∗∗/X∗∗ piεριέχει ισοµορφικά τον `∞
το οpiοίο είναι άτοpiο καθώς ο χώρος Z +X∗∗/X∗∗ είναι διαχωρίσιµος. Εpiοµενως, dist(T ∗∗(en), X∗∗)→ 0
και άρα υpiάρχει ακολουθία (x∗∗n )n∈M στον X∗∗ έτσι ώστε
∑
n
‖x∗∗n − T ∗∗(en)‖ < 1. Εpiειδή ο T ∗∗ είναι
ισοµορφική εµφύτευση piροκύpiτει ότι οι ακολουθίες {T ∗∗(en)}n∈M και (x∗∗n )n∈M είναι ισοδύναµες µε
τη ϐάση του c0 και άρα ο c0 εµφυτεύεται ισοµορφικά στον X∗∗. Αpiό ένα κλασσικό αpiοτέλεσµα των
Bessaga-Pelczynski ([24]) συµpiεραίνουµε ότι ο `1 είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του
X∗.
Το piαραpiάνω ϑεώρηµα έχει σαν συνέpiεια το ακόλουθο αpiοτέλεσµα.
Πόρισµα 2.85. ΄ΕστωX χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή ωστε ο `1 δεν είναι ισόµορφος µε συµpiλη-
ϱωµατικό υpiόχωρο του X∗. Τότε, ο X ικανοpiοιεί το qcc.
Αpiόδειξη. ΄Εστω T : X → Z γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής ώστε ο τελεστής Q ◦ T είναι συµpiαγής.
Αν υpiοθέσουµε ότι ο τελεστής T δεν είναι συµpiαγής τότε αpiό Θεώρηµα 2.84 οδηγούµαστε σε άτοpiο.
Αpiό Θεώρηµα 2.76 και Πόρισµα 2.85 piροκύpiτει το ακόλουθο.
Θεώρηµα 2.86. Κάθε χώρος Banach X µε διαχωρίσιµο συζυγή ωστε ο `1 δεν είναι ισόµορφος µε συµpiλη-
ϱωµατικό υpiόχωρο του X∗, εµφυτεύεται σε έναν L∞ χώρο µε διαχωρίσιµο συζυγή και την ¨scalar-plus-
compact¨ ιδιότητα.
Παρατήρηση 2.13. Σηµειώνουµε ότι υpiάρχουν BD-L∞ piου έχουν piολύ λίγους τελεστές και µη διαχω-
ϱίσιµο συζυγή. Πράγµατι, στο [11] κατασκευάζεται BD-L∞ χώρος µε την ¨scalar-plus-compact¨ ιδιότητα
piου piεριέχει ισοµορφικά τον `1. Εpiοµένως δε µpiορεί να έχει διαχωρίσιµο συζυγή.
2.11. Ο ΧΩΡΟΣ ΤΩΝ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΚΑΙ ΦΡΑΓΜΕΝΩΝ ΤΕΛΕΣΤΩΝ ΤΟΥ ΧΩΡΟΥ ΠΗΛΙΚΟΥ L∞X,HI/X 73
Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν X διαχωρίσιµος χώρος Banach piου piεριέχει L∞ υpiόχωρο, τότε ο `1 είναι
ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του X∗. Εpiοµένως, η κλάση χώρων Banach X µε διαχωρίσιµο
συζυγή piου δεν piεριέχει L∞ υpiόχωρο, είναι ευρύτερη της κλάσης χώρων Banach για τους οpiοίους
ισχύει ότι ο `1 δεν είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του συζυγή τους. Εpiιpiλέον, το εpiόµενο
αpiοτέλεσµα του W.B. Johnson δείχνει ότι η piρώτη κλάση είναι αυστηρά µεγαλύτερη της δεύτερης. Σε
αυτό το σηµείο αναφέρουµε ένα κλασσικό αpiοτέλεσµα του J. Lindenstrauss ([39],Θεώρηµα 1.d.3, δες
ακόµη [41]) µε ϐάση το οpiοίο για κάθε διαχωρίσιµο χώρο Banach X, υpiάρχει ένας διαχωρίσιµος χώρος
Banach Z έτσι ώστε ο χώρος piηλίκο Z∗∗/Z να είναι ισόµορφος µε τον χώρο X. Στην piερίpiτωση piου
X = `1 piαρατηρούµε ότι ο συζυγής χώρος Z∗ έχει τη Ϲητούµενη ιδιότητα. Πράγµατι, αpiό τη lifting
ιδιότητα του `1 συνεpiάγεται ότι ο `1 είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του Z∗∗. Εpiίσης,
όpiως piαρουσιάστηκε στο [23], δεν υpiάρχει διαχωρίσιµος συζυγής W ∗ piου piεριέχει ισοµορφικά έναν
αpiειροδιάστατο L∞ χώρο. Εpiοµένως, αν ϑέσουµε W = Z∗, ο W δεν µpiορεί να piεριέχει L∞ υpiόχωρο
ενώ ο συζυγής W ∗ piεριέχει τον `1 συµpiληρωµατικά.
Το piαραpiάνω αpiοτέλεσµα αpiό [23], έχει ευκολότερη αpiόδειξη στην piερίpiτωση piου piεριοριστούµε σε
αpiειροδιάστατους L∞ χώρους µε διαχωρίσιµο συζυγή. Πράγµατι, έστω Y ένας L∞ χώρος µε διαχωρίσιµο
συζυγή και W ∗ ένας διαχωρίσιµος συζυγής χώρος. Αν T : Y → W ∗ είναι µία ισοµορφική εµφύτευση,
τότε ο συζυγής T ∗ : W ∗∗ → `1 είναι εpiί. Θεωρούµε τον τελεστή T ∗|W : W → `1 και piαρατηρούµε ότι δε
µpiορεί να είναι συµpiαγής. Αυτό συνεpiάγεται (Λήµµα 2.81) ότι ο `1 είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό
υpiόχωρο του W . ΄Αρα ο συζυγής W ∗ δε µpiορεί να είναι διαχωρίσιµος το οpiοίο είναι άτοpiο.
Σηµειώνουµε ότι υpiάρχουν συζυγείς χώροι piου piεριέχει τον `1 ισοµορφικά αλλά όχι συµpiληρωµα-
τικά. Αυτό σηµαίνει ότι η κλάση χώρων piου δεν piεριέχουν τον `1 συµpiληρωµατικά είναι µεγαλύτερη
της κλάσης χώρων piου δεν piεριέχουν τον `1 ισοµορφικά. Σαν piαράδειγµα για το τελευταίο αναφέρουµε
ένα αpiοτέλεσµα αpiό τους S.Argyros, R. Haydon and Th. Raikoftsalis στο οpiοίο κατασκευάζεται ένας
διαχωρίσιµος χώρος Banach X µε την ιδιότητα ότι ο συζυγής X∗ είναι αδιάσpiαστος και piεριέχει τον `1.
Στη συνέχεια διατυpiώνουµε τα ακόλουθα piροβλήµατα piου piροκύpiτουν αpiό τα piαραpiάνω.
Πρόβληµα 2.1. ΄Εστω X χώρος Banach piου δεν piεριέχει L∞ χώρο και έχει διαχωρίσιµο συζυγή. Είναι
σωστό ότι ο χώρος L∞X,hi έχει piολύ λίγους τελεστές ;
Σηµειώνουµε ότι µία καταφατική αpiάντηση στο piαραpiάνω ερώτηµα ϑα έχει σαν συνέpiεια ότι κάθε
χώρος X piου δεν piεριέχει L∞ χώρο και έχει διαχωρίσιµο συζυγή εµφυτεύεται σε αδιάσpiαστο χώρο.
Πρόβληµα 2.2. ΄Εστω X χώρος Banach µε διαχωρίσιµο συζυγή και Y , Z δύο υpiόχωροι του X έτσι ώστε
ο Y είναι L∞ χώρος και ο τελεστής Q|Y : Y → X/Z είναι συµpiαγής. Υpiάρχει υpiόχωρος του Z ισόµορφος
µε L∞ χώρο ;
2.11 Ο χώρος των γραµµικών και ϕραγµένων τελεστών του χώρου piη-
λίκου L∞X,hi/X
Σε αυτή την ενότητα ϑα αpiοδείξουµε ότι ο χώρος piηλίκο L∞X,hi/X έχει τη ¨scalar-plus-compact¨ ιδιότητα,
δηλαδή ότι κάθε γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής T piάνω στον L∞X,hi/X είναι της µορφής λI+K,όpiου
λ ένας αριθµός, I ο ταυτοτικός τελεστής στο piηλίκο L∞X,hi/X και K ένας συµpiαγής τελεστής στο piηλίκο
L∞X,hi/X .
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Συµβολίζουµε µε M = (Mn)n την FDD του χώρου L∞X,hi και µε M∗ = (M∗n)n την FDD του χώρου
(L∞X,hi)∗. Ο συζυγής χώρος (L∞X,hi)∗ εκτός αpiό την FDD (M∗n)n διαθέτει και την unconditional FDD
(〈e∗γ : γ ∈ ∆n〉)n∈N. Η M∗ = (M∗n)n σεβεται την w∗-τοpiολογία του (L∞X,hi)∗. Ειδικότερα, αν (z∗n)n είναι
ηµινορµαρισµένη w∗-µηδενική ακολουθία στον (L∞X,hi)∗, τότε για κάθε ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών
αριθµών (εk)k∈N piου συγκλίνει στο µηδέν υpiάρχει block ακολουθία (ως piρος την (M∗n)n ), (g∗k)k∈N και
υpiακολουθία (z∗nk)k έτσι ώστε ‖z∗nk−g∗k‖ < εk. Παρ΄ όλα αυτά, η ακολουθία (g∗k)k∈N δεν είναι αpiαραίτητα
block ως piρος την FDD (〈e∗γ : γ ∈ ∆n〉)n∈N. Εpiοµένως, για να piροσεγγίσουµε την (z∗n)n∈N µε block
ακολουθία, piρέpiει να ϑεωρήσουµε την ακολουθία διαφορών (z∗n2k+1 − z∗n2k)k≥1 η οpiοία piροσεγγίζεται
αpiό µία ακολουθία (b∗k)k∈N piου είναι block και ως piρος τις δύο FDD του (L∞X,hi)∗. Αυτό το γεγονός ϑα
χρησιµοpiοιηθεί ισχυρά στα αpiοτελέσµατα αυτής της ενότητας.
Η ακόλουθη piαρατήρηση είναι χρήσιµη για τη συνέχεια.
Παρατήρηση 2.14. ΄Εστω Q : L∞X,hi → L∞X,hi/X η κανονική αpiεικόνιση piηλίκο. Τότε ο συζυγής τελεστής
Q∗ : (L∞X,hi/X)∗ → (L∞X,hi)∗ είναι ισοµορφική εµφύτευση και
Q∗[(L∞X,hi/X)∗] = {b∗ : b∗|X = 0}
Εpiίσης είναι άµεσο ότι αν b∗ ∈ Q∗[(L∞X,hi/X)∗] ώστε ‖b∗‖ ≤ 1, τότε για κάθε x ∈ L∞X,hi, b∗(x) ≤ ‖Q(x)‖.
Λήµµα 2.87. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στο piηλίκο L∞X,hi/X . Αν για κάθε
skipped block X-RIS (xk)k στον L∞X,hi ισχύει ότι ‖T ◦Q(xk)‖ → 0, τότε ο τελεστής T είναι συµpiαγής.
Αpiόδειξη. Αν υpiοθέσουµε µε εις άτοpiο ότι δεν ισχύει τότε υpiάρχει µία ασθενώς µηδενική ακολουθία
(wn)n στο piηλίκο L∞X,hi/X και ε > 0 ώστε ‖T (w2n)−T (w2n+1)‖ > ε για κάθε n. ΄Εστω (yn)n ακολουθία
στον L∞X,hi ώστε Q(yn) = wn για κάθε n. Είναι άµεσο ότι dist(yn, X) = ‖Q(yn)‖ = ‖wn‖ = 1 για κάθε n
και εpiειδή ο L∞X,hi έχει συρρικνούσα FDD, piερνώντας σε υpiακολουθία, piροκύpiτει ότι η ακολουθία των
διαφορών (y2n − y2n+1)n είναι ασθενώς µηδενική. Θέτουµε xn = y2n − y2n+1 και piαρατηρούµε ότι η
(xn)n είναι block ακολουθία ενώ ‖T ◦Q(xn)‖ = ‖T (w2n)−T (w2n+1)‖ > ε για κάθε n. Ισχυριζόµαστε ότι
η ακολουθία (T ◦Q(xn))n δεν έχει συγκλίνουσα υpiακολουθία. Πράγµατι, αν όχι τότε χρησιµοpiοιώντας
το γεγονός ότι η (xn)n είναι ασθενώς µηδενική, υpiάρχει υpiακολουθία (xnk)k ώστε ‖T ◦Q(xnk)‖ → 0 το
οpiοίο είναι άτοpiο.
΄Οpiως στην Πρόταση 2.69 για κάθε n καιN ∈ N χωρίζουµε το στοιχείο xn σε δύο κοµµάτια xn = yNn +zNn .
∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες piεριpiτώσεις :
1. Υpiάρχει N ∈ N, δ > 0 και M ∈ [N] έτσι ώστε ‖T ◦Q(yNn )‖ > δ για κάθε n ∈M .
Σε αυτή τη piερίpiτωση υpiάρχει δ′ > 0 ώστε ‖Q(yNn )‖ > δ′ για κάθε n ∈ M και άρα η ακολουθία
(yNn )n∈M είναι X-RIS. Αpiό την υpiόθεση συνεpiάγεται ότι ‖T ◦Q(yNn )‖ → 0, το οpiοίο είναι άτοpiο.
2. ‖T ◦Q(ynkn)‖ → 0 όpiου kn →∞.
Σε αυτή τη piερίpiτωση, piερνώντας σε υpiακολουθία, έχουµε ότι ‖T ◦ Q(znkn)‖ ≥ ‖T ◦ Q(xkn)‖ −‖T ◦Q(ynkn)‖ > δ > 0 και άρα υpiάρχει δ′ > 0 έτσι ώστε ‖Q(znkn)‖ > δ′. ΄Οpiως στην Πρόταση 2.69
ϐρίσκουµε υpiακολουθία (znjknj )j η οpiοία είναι X-RIS (καθώς έχει αυστηρά αύξοντα τοpiικά ϐάρη)
και άρα piάλι αpiό την υpiόθεση συµpiεραίνουµε ότι ‖T ◦Q(znjknj )‖ → 0, το οpiοίο είναι άτοpiο.
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Πρόταση 2.88. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στο piηλίκο L∞X,hi/X και (xn)n µία
(c, C)-RIS στον L∞X,hi. Τότε dist(T ◦Q(xn), 〈Q(xn)〉)→ 0.
Αpiόδειξη. Υpiοθέτουµε µε εις άτοpiο ότι υpiάρχει δ > 0 έτσι ώστε
dist(T ◦Q(xn), 〈Q(xn)〉) > δ
για κάθε n (piερνώντας σε υpiακολουθία). Αpiό Hahn-Banach, υpiάρχουν z∗n ∈ (L∞X,hi/X)∗ ώστε ‖z∗n‖ ≤ 1,
z∗n(T ◦Qxn) > δ και z∗n|〈Q(xn)〉 = 0.
Είναι άµεσο ότι η ακολουθία (z∗n)n είναι w∗ συγκλίνουσα σε κάpiοιο στοιχείο z∗ ∈ (L∞X,hi/X)∗. Εpiειδή
η (xn)n είναι ασθενώς µηδενική συνεpiάγεται ότι οι ακολουθίες (T ◦ Qxn)n και (Qxn)n είναι ασθενώς
µηδενικές και εpiειδή ‖Q(xn)‖ > c µpiορούµε να εpiιλέξουµε M ∈ [N] και ε0 piου ϑα piροσδιοριστεί
αργότερα ώστε ∑
n∈M
|z∗(T ◦Qxn)| < ε0 και
∑
n∈M
‖z∗|〈Q(xn)〉‖ < ε0.
΄Αρα µpiορούµε να υpiοθέσουµε, χωρίς ϐλάση της γενικότητας, ότι η ακολουθία (z∗n)n είναι w∗ συγκλί-
νουσα στο 0 και άρα η ακολουθία (Q∗z∗n)n στον (L∞X,hi)∗ είναι w∗ συγκλίνουσα στο 0. Με sliding hump
εpiιχείρηµα ϐρίσκουµε ακολουθία (b∗n)n στον (L∞X,hi)∗, p˜n < q˜n < p˜n+1 ϕυσικούς αριθµούς και µία
ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών piραγµατικών (εn)n µε
∑
n
εn < ε0 ώστε
‖b∗n −Q∗(z∗n)‖ < εn, b∗n ∈
qn∑
n=2pn+1
⊕M∗n και ‖b∗n|X‖ < εn.
Υpiοθέτουµε ακόµη ότι ranxn ⊂ (2p˜n, 2q˜n − 1] piροσεγγίζοντας κάθε xn µε στοιχείο piου έχει ϱητούς
συντελεστές µpiορούµε να έχουµε εpiιpiλέον ότι b∗n ∈ B2q˜n−1,2p˜n (αλλάζοντας την εpiιλογή ϕυσικών p˜1 <
q˜1 < . . . όpiως στην Παρατήρηση 2.6).
΄Εστω (yn)n µία ϕραγµένη ακολουθία στον L∞X,hi, ‖yn‖ ≤ C ′ για κάθε n, ώστε Q(yn) = T ◦ Q(xn).
Παρατηρούµε ότι piερνώντας σε υpiακολουθία, η ακολουθία (yn2k − yn2k−1)k είναι ασθενώς µηδενική και
εpiίσης Q(yn2k − yn2k−1) = T ◦Q(xn2k − xn2k−1). Εpiιpiλέον ισχύει ότι
‖(z∗n2k − z∗n2k−1)
∣∣
〈Q(xn2k−xn2k−1 )〉
‖ = ‖(Q∗z∗n2k −Q∗z∗n2k−1)
∣∣
〈xn2k−xn2k−1 〉
‖
≤ ‖(b∗n2k − b∗n2k−1)
∣∣
〈xn2k−xn2k−1 〉
‖+ εn2k + εn2k−1 .
Εpiειδή z∗nk(Qxnk) = 0, συνεpiάγεται ότι
‖(b∗n2k − b∗n2k−1)
∣∣
〈xn2k−xn2k−1 〉
‖ ≤ |(b∗n2k − b∗n2k−1)
( xn2k − xn2k−1
‖xn2k − xn2k−1‖
)|
=
|b∗n2k(xn2k)|
‖xn2k − xn2k−1‖
+
|b∗n2k−1(xn2k−1)|
‖xn2k − xn2k−1‖
≤ 4 |b
∗
n2k
(xn2k)|
‖xn2k‖
+ 4
|b∗n2k−1(xn2k−1)|
‖xn2k−1‖
≤ 4z
∗
n2k
(Qxn2k)
‖xn2k‖
+ 4
z∗n2k−1(Qxn2k−1)
‖xn2k−1‖
+ 4εn2k + 4εn2k−1 < 8εn2k .
76 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. HI ΕΜΦΥΤΕΥΣΕΙΣ L∞ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΧΩΡΟΙ BANACH ΜΕ ΠΟΛΥ ΛΙΓΟΥΣ ΤΕΛΕΣΤΕΣ
Εpiοµένως,
‖(z∗n2k − z∗n2k−1)
∣∣
〈Q(xn2k−xn2k−1 )〉
‖ ≤ 10εnk .
Μέχρι τώρα έχουµε κατασκευάσει δύο ακολουθίες (x˜k)k, (y˜k)k στον L∞X,hi και δύο ακολουθίες (˜b∗k)k,
(z˜∗k)k µε τις ακόλουθες ιδιότητες :
1. Η ακολουθία (x˜k)k είναι skipped block, x˜k = xn2k − xn2k−1 και ‖x˜k‖ ≤ 2C για κάθε k .
2. Η ακολουθία (y˜k)k είναι skipped block, κάθε y˜k piροσεγγίζει το στοιχείο yn2k−yn2k−1 και ‖y˜k‖ ≤ 2C ′
για κάθε k.
3. Θέτουµε b˜∗k = b∗n2k − b∗n2k−1 , pk = p˜2k−1, qk = q˜2k και piαρατηρούµε ότι για κάθε k b˜∗k ∈ B2qk−1,2pk .
4. Θέτουµε z˜∗k = z∗n2k − z∗n2k−1 και piαρατηρούµε ότι η (Q∗z˜∗k)k είναι w∗-συγκλίνουσα στο 0.
Παρατήρηση 2.15. ( i) Αν C0 = max{2C, 2C ′} τότε οι ακολουθίες (x˜k)k και (y˜k)k είναι ϕραγµένες
αpiό τη σταθερά C0 και µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι ε0 <
δ
162C0
.
( ii) Η ακολουθία (˜b∗k)k είναι block ως piρος και τις δύο FDD (〈e∗γ : γ ∈ ∆n〉)n∈N και (M∗n)n.
( iii) b˜∗k = b˜
∗
k ◦ P (2pk,2qk−1], για κάθε k.
Οι ακολουθίες (x˜k)k, (y˜k)k, (˜b∗k)k και (z˜∗k)k (piερνώντας σε υpiακολουθίες) ικανοpiοιούν τις ακόλουθες
συνθήκες, όpiου (ε˜k)k είναι ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών µε
∑
k ε˜k < ε0:
1. Q(y˜k) = T ◦Qx˜k για κάθε k.
2. z˜∗k(T ◦Qx˜k) > δ,
∑
l 6=k z˜
∗
k(T ◦Qx˜l) < ε˜k.
3. |z˜∗k(RQx˜k)| < ε˜k και ‖b˜∗k −Q∗(z˜∗k)‖ < ε˜k.
Ισχυριζόµαστε ότι οι piαραpiάνω συνθήκες οδηγούν στο συµpiέρασµα ότι ο τελεστής T ◦Q δεν είναι ϕραγ-
µένος. Η ϐασική ιδέα είναι να κατασκευάσουµε µία (0, 2j− 1) σχεδόν εξαρτηµένη ακολουθία στον L∞X,hi
και χρησιµοpiοιώντας τα piαραpiάνω σε συνδυασµό µε τις εκτιµήσεις αpiό Λήµµα 2.64 καταλήγουµε σε
άτοpiο.
Για να συνεχίσουµε χρειαζόµαστε να αpiοδείξουµε το ακόλουθο λήµµα piου αpiοτελεί ανάλογο του λήµ-
µατος 2.73:
Λήµµα 2.89. ΄Εστω (x˜k)k, (y˜k)k, (˜b∗k)k και (z˜
∗
k)k όpiως piαραpiάνω. Τότε για κάθε j, p ∈ N υpiάρχουν
x ∈ [x˜k : k ∈ N], y ∈ [y˜k : k ∈ N], q > p και η ∈ ∆2q piου ικανοpiοιούν τις piαρακάτω ιδιότητες :
1. x = m2j
∑
k∈F
akx˜k και y = m2j
∑
k∈F
aky˜k όpiου F ∈ Sξ2j .
2. (x, η) είναι (16C0, 2j,
1
m22j
, 0) σχεδόν ακριβές Ϲεύγος.
3. y(η) > δ − ε0C0(> δ2).
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Αpiόδειξη. ΄Εστω j ∈ N και υpiοθέτουµε ότι για pk, qk όpiως piαραpiάνω, ranx˜k, rany˜k ⊂ (2pk, 2qk − 1].
Εpiειδή ο χώρος X είναι Sξ2j ϕραγµένος αpiό Παρατήρηση 2.4 µpiορούµε να υpiοθέσουµε, piερνώντας σε
υpiακολουθία, ότι για κάθε ( 1
m22j
, 2j) scc της (x˜k)k, της µορφής
∑
i∈F
aix˜i ισχύει ότι ‖Φ(
∑
k∈F
akx˜k)‖X ≤ C0m22j .
Για την ακολουθία (˜b∗k)k piου ορίστηκε piαραpiάνω έχουµε ότι
b˜∗k(Rx˜k) < ε˜k, ‖b˜∗k|X‖ < ε˜k
και
b˜∗k(y˜k) = b˜
∗
k(P (2pk,2qk−1]y˜k) ≥ Q∗z˜∗k(y˜k)− ‖b˜∗k −Q∗z∗k‖‖y˜k‖ > δ − ε˜kC0.
Μpiορούµε να υpiοθέσουµε, piερνώντας σε υpiακολουθία, ότι 2q1 > 2j και έστω ( 1m22j , 2j) scc
∑
i∈F
aix˜i
της (x˜k)k. Θέτουµε x = m2j
∑
k∈F
akx˜k και χρησιµοpiοιώντας piαρόµοια εpiιχειρήµατα όpiως στο Λήµµα
2.73 εpiιλέγουµε εpiαγωγικά βi ∈ ∆2qi µε ϐάρος w(βi) = m2j και κατασκευάζουµε στοιχείο η ∈ Γ \ Γ
µε ανάλυση {2pk, 2qk − 1, βk, b˜∗k}lk=1 για κατάλληλο ϕυσικό αριθµό l ώστε το σύνολο Fβi να µην είναι
µεγιστικό στοιχείο της οικογένειας Sξ2j για κάθε i < l. Είναι άµεσο ότι w(η) = m2j και είναι εύκολο
να ελεγχθεί ότι το Ϲεύγος (x, η) είναι (16C0, 2j, 1m22j , 0) σχεδόν ειδικό Ϲεύγος (µε x(η) =
∑
k∈F
ε˜k). Εpiίσης,
έχουµε την ακόλουθη εκτίµηση
y˜k(η) = e
∗
η(P (2pk,2qk−1]y˜k) =
1
m2j
b˜∗k(P (2pk,2qk−1]y˜k) >
1
m2j
(δ − ε˜kC0).
Θέτουµε y = m2j
∑
k∈F
aky˜k και piαρατηρούµε ότι
y(η) = m2j
∑
k∈F
aky˜k(η) > δ − ε0C0 > δ
2
.
Συνεχίζουµε την αpiόδειξη για την Πρόταση 2.88.
΄Εστω j0 ∈ N piου ϑα piροσδιοριστεί στη συνέχεια και εpiιλέγουµε j1 ώστε m4j1−2 > m22j0−1.
Αpiό Λήµµα 2.89 για j = 2j1−2 υpiάρχει ένα (16C0, 4j1−2, 1m24j1−2 , 0) σχεδόν ακριβές Ϲεύγος (z1, η1)
ώστε z1 = m4j1−2
∑
k∈F1
akxk όpiου
∑
k∈F1
akx˜k είναι ( 1m24j1−2
, 4j1 − 2) scc της (x˜k)k και η1 ∈ Γ2l1−1 \ Γ2k1 .
Αν w1 = m4j1−2
∑
k∈F1
aky˜k τότε συνεpiάγεται ότι
ranw1 ⊂ (2k1, 2l1 − 1] και w1(η1) > δ −
∑
k∈F1
ε˜kC0.
΄Εστω γ1 ∈ ∆2l1 της µορφής γ1 = (m2j0−1, e∗η1). Για i ≥ 2 και ji = σ(γi−1) εφαρµόζοντας εpiαγωγικά
το Λήµµα 2.89 κατασκευάζουµε (16C0, 4ji, 1m24ji
, 0) σχεδόν ακριβή Ϲεύγη (zi, ηi) έτσι ώστε zi(ηi) =
∑
k∈Fi
ek,
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zi = m4ji
∑
k∈Fi
akx˜k, ηi ∈ Γ2li−1 \ Γ2ki ,(Fi)i είναι ξένα ανά δύο σύνολα, wi = m4ji
∑
k∈Fi
aky˜k και
ικανοpiοιούν ότι
ranwi ⊂ (2k1, 2l1 − 1] και wi(ηi) > δ −
∑
k∈Fi
ε˜kC0
Για κατάλληλο n ώστε το σύνολο Fγi δεν είναι µεγιστικό στοιχείο του Sξ2j0−1 για κάθε i ≤ n, piροκύpiτει ότι
η ακολουθία (zi)i≤n piου κατασκευάστηκε είναι (16C0, 2j0− 1, 1m22j0−1 , 0) σχεδόν εξαρτηµένη ακολουθία.
(Ορισµός 2.72).
΄Εστω στοιχείο z =
∑
i∈F
aizi piου είναι ( 1m22j0−1
, 2j0 − 1) scc της ακολουθίας (zi)i≤n. Αpiό Παρατήρηση
2.12 piροκύpiτει ότι
‖z‖ ≤ (480C0 + ε0)
m22j0−1
.
Παρατηρούµε ότι
(T ◦Q)zi = m4ji
∑
k∈Fi
ak(T ◦Q)x˜k = m4ji
∑
k∈Fi
akQ(y˜k) = Q(m4ji
∑
k∈Fi
aky˜k) = Q(wi)
όpiου wi ∈ 〈(y˜k)k〉. Συνεpiώς,
T ◦Q(z) = T ◦Q(
∑
i∈F
aizi) =
∑
i∈F
ai(T ◦Q)zi = Q(
∑
i∈F
aiwi).
Εpiίσης, ‖wi‖ ≤ m4ji
∑
k∈Fi
ai‖yk‖ < m4jiC0.
Για κάθε i, το στοιχείο e∗ηi έχει ανάλυση της µορφής {2pk, 2qk − 1, βk, b˜∗k}`ik=1 έτσι ώστε
e∗ηi =
∑
k
d
∗
βk
+
1
m4ji
∑
k
b˜∗k ◦ P (2pk,2qk−1].
Θέτουµε x∗i =
∑
k
d
∗
βk
+ 1m4ji
∑
k
Q∗z∗k και piαρατηρούµε ότι
‖e∗ηi − x∗i ‖ ≤
1
m4ji
∑
k∈Fi
‖b˜∗k −Q∗z∗k‖ <
1
m4ji
∑
k∈Fi
ε˜k.
Χρησιµοpiοιώντας το γεγονός ότι z∗k|X = dβ∗k |X = 0 για κάθε k, εύκολα ϐλέpiουµε ότι το συναρτησιακό
x∗i ανήκει στον Q∗(L∞X,hi/X)∗. Εpiίσης, αpiό Παρατήρηση 2.15(iii) piροκύpiτει ότι
e∗ηi = e
∗
ηi ◦ P (2ki,2li−1].
΄Εστω γ µε ϐάρος w(γ) = m2j0−1 και ανάλυση {ki, li, e∗ηi , γi}i∈F όpiως στον Ορισµό 2.59.
΄Εστω ακόµη c∗ =
∑
i∈F
d
∗
γi +
1
m2j0−1
∑
i∈F
x∗i . Παρατηρούµε ότι c∗ ∈ Q∗(L∞X,hi/X)∗ και εpiιpiλέον ισχύει ότι
‖e∗γ − c∗‖ <
1
m2j0−1
∑
i∈F
‖x∗i − e∗ηi‖ <
δ
2
.
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Εpiειδή η (˜b∗k−Q∗z˜∗k)k είναι w∗-µηδενική και η (y˜k)k είναι ασθενώς µηδενική, µpiορούµε να υpiοθέσουµε,
κάνοντας µία piιο piροσεκτική εpiιλογή της (zi)i και άρα και της (wi)i, ότι ‖x∗i − e∗ηi(wl)‖ < ε0m4ji για κάθε
i 6= l, αpiό το οpiοίο συνεpiάγεται ότι
‖(e∗γ − c∗)(wl)‖ <
1
m2j0−1
(
ε0C0 +
∑
i 6=l
ε0
m4ji
C0
)
<
2ε0C0
m2j0−1
και εpiοµένως
|c∗(
∑
i∈F
aiwi)| ≥
∑
i∈F
aic
∗(wi) ≥
∑
i∈F
ai
(
e∗γ(wi)− ‖(e∗γ − c∗
)
(wi)‖)
≥ 1
m2j0−1
∑
i∈F
ai(wi(ηi)− 2ε0C0)
≥ δ
2m2j0−1
,
όpiου στις τελευταίες ανισότητες χρησιµοpiοιήσαµε ότι
∑
k∈F
ε˜k < ε0 και ότι ε0 < δ16C0 . Συµpiεραίνουµε ότι
‖T ◦Q(z)‖ = ‖Q(
∑
i∈F
aiwi)‖ ≥ δ
2m2j0−1
(1 +
δ
2
)−1.
΄Οµως ‖T ◦Q(z)‖ ≤ ‖T‖‖Qz‖ ≤ ‖T‖480C0+ε0
m22j0−1
και άρα εpiιλέγοντας κατάλληλα τον ϕυσικό j0 οδηγούµαστε
σε άτοpiο.
Με piαρόµοια εpiιχειρήµατα της αpiόδειξης στην Πρόταση 2.88 piροκύpiτει το ακόλουθο αpiοτέλεσµα.
Λήµµα 2.90. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στο piηλίκο L∞X,hi/X και υpiοθέτουµε
ότι υpiάρχει X-RIS ακολουθία (xn)n στον L∞X,hi ώστε ‖T ◦ Q(xn)‖ 9 0. Τότε υpiάρχει αριθµός λ ώστε
ϑέτοντας S = T − λI να ισχύει ότι ‖S ◦ Q(xn)‖ → 0. Εpiιpiλέον, ‖S ◦ Q(yn)‖ → 0 για κάθε X-RIS στον
L∞X,hi.
Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω αpiοτελέσµατα piροκύpiτει το ακόλουθο ϑέωρηµα piου αpiοτελεί το κεντρικό
αpiοτέλεσµα της ενότητας.
Θεώρηµα 2.91. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στο piηλίκο L∞X,hi/X . τότε υpiάρχει
piραγµατικός αριθµός λ ώστε ο τελεστής (T − λI) είναι συµpiαγής.
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Κεφάλαιο 3
Bourgain-Delbaen L∞ αθροίσµατα χώρων
Banach, (
∑
n⊕Xn)BD
3.1 Εισαγωγή
Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα piαρουσιάσουµε την εργασία µε τίτλο ¨Bourgain-Delbaen L∞ sums of Banach
spaces¨ piου έχει υpiοβληθεί σε δηµοσίευση ([46]). Σε αυτή την εργασία αναpiτύσσουµε µία µέθοδο κατα-
σκευής ευθέων αθροισµάτων (
∑
n⊕Xn)BD για ακολουθίες (Xn)n διαχωρίσιµων χώρων Banach όpiου η
εξωτερική νόρµα piροέρχεται αpiό την Bourgain-Delaben µέθοδο κατασκευής. Εpiιpiλέον, τροpiοpiοιούµε
κατάλληλα τη µέθοδο χρησιµοpiοιώντας την Bourgain Delbaen νόρµα piου piροέρχεται αpiό την κατασκευ-
ή των Argyros-Haydon, όpiου και συµβολίζουµε το ευθύ άθροισµα ως (
∑
n∈N⊕Xn)AH , και µελετάµε τις
ειδικές piεριpiτώσεις (
∑
n∈N⊕`p)AH , για 1 ≤ p <∞.
Το κεφάλαιο αυτό χωρίζεται στις ακόλουθες ενότητες. Στην Ενότητα 2, δοσµένης µίας ακολουθίας
διαχωρίσιµων χώρων Banach (Xn, ‖ · ‖n)n∈N, ορίζουµε το Bourgain Delbaen (BD) -L∞-άθροισµα της
(Xn, ‖ · ‖n)n∈N, Z = (
∑
n∈N⊕Xn)BD. Αυτός ο χώρος ορίζεται µε ϐάση µία ακολουθία αpiό ξένα ανά δύο
και piεpiερασµένα σύνολα (∆n)n∈N τα οpiοία, όpiως έχουµε δεί στα piροηγούµενα κεφάλαια, συνοδεύουν
την Bourgain-Delaben µέθοδο ([23]). Ο Z έχει µία Schauder διάσpiαση (Zn)n∈Nκαι υpiάρχει µία σταθερά
C > 0 ώστε Zn 'C (Xn ⊕ `∞(∆n))∞ για κάθε n ∈ N.
Στην Ενότητα 3 µελετάµε το συζυγή Z∗ και δείχουµε ότι αν η Schauder διάσpiαση (Zn)n∈N του
Z είναι συρρικνούσα τότε ο Z∗ είναι ισόµορφος µε τον (∑n∈N⊕(X∗n ⊕ `1(∆n))1)1. Στην Ενότητα 4
piεριγράφουµε λεpiτοµερώς την κατασκευή τουZ = (∑n∈N⊕Xn)AH όpiου η εξωτερική Bourgain Delbaen
νόρµα piροέρχεται αpiό την κατασκευή των Argyros-Haydon στο [10].
Οι ενότητες 5,6 και 7 piεριέχουν τµηµατικά την αpiόδειξη του ακόλουθου ϑεωρήµατος
Θεώρηµα 3.1. ΄Εστω (Xn, ‖·‖n)n µία ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banah και έστωZ = (
∑∞
n=1⊕Xn)AH .
Τα εpiόµενα ισχύουν :
1. Ο χώρος Z έχει συρρίκων Schauder διάσpiαση (Zn)n.
2. Κάθε block (ως piρος την (Zk)k∈N ) ακολουθία (xn)n∈N piαράγει καθολικά αδιάσpiαστο υpiόχωρο,
δηλαδή ο υpiόχωρος < xn : n ∈ N > του Z είναι καθολικά αδιάσpiαστος (HI ).
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3. Υpiοθέτουµε ότι για κάθε n ∈ N, είτε ο `1 δεν piεριέχεται ισοµορφικά στονX∗n ή οXn έχει την ιδιότητα
Schur. Τότε για κάθε γραµµικό και ϕραγµένο τελεστή T piάνω στον Z υpiάρχει ένας αριθµός λ ∈ R
ώστε ο τελεστής T − λI piάνω στον Z να είναι οριζόντια συµpiαγής, δηλαδή για κάθε ϕραγµένη block
(ως piρος την (Zn)n∈N ) ακολουθία (zk)k∈N στον Z, ‖(T − λI)zk‖ → 0.
Στην Ενότητα 8 αpiοδεικνύουµε ότι ο Zp = (
∑
n∈N⊕`p)AH για 1 ≤ p <∞ είναι strictly quasi prime
και piεριέχει ισοµορφικά τον `p ως συµpiληρωµατικό υpiόχωρο. Υpiενθυµίζουµε (όpiως ορίστηκε για piρώτη
ϕορά στο [10]) ότι ένας χώρος Banach X είναι strictly quasi prime αν υpiάρχει ένας υpiόχωρος Y του
X µε ισόµορφος µε τον X ώστε ο X να δέχεται µία µοναδική µη τετριµµένη διάσpiαση ως Y ⊕X. Στην
Ενότητα 9 αpiοδεικνύουµε το Θεώρηµα 0.3 ως ϐασική εφαρµογή της µεθόδου piου αναpiτύχθηκε.
3.2 Πως ορίζεται το BD-L∞-άθροισµα χώρων Banach
Ξεκινάµε εισάγωντας τους piρώτους συµβολισµούς και έννοιες piου ϑα χρησιµοpiοιήσουµε.
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 3.1. ΄Εστω (En, ‖ · ‖En)∞n=1 µία ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach. Θα
µελετήσουµε ευθέα αθροίσµατα της µορφής (
∑
n∈I ⊕En)∞, όpiου I διάστηµα του N ή I = N και ϑα
συµβολίζουµε τα στοιχεία τους µε −→x ,−→y ,−→z . Για −→x ∈ (∑n∈I ⊕En)∞ συµβολίζουµε µε −→x (n) την n-οστή
συντεταγµένη του −→x στο En και η νόρµα ορίζεται ως ‖−→x ‖∞ = supn∈I ‖−→x (n)‖En . Οι συζυγείς τέτοιων
αθροισµάτων είναι της µορφής (
∑
n∈I E
∗
n)1, τα στοιχεία τους ϑεωρούνται συναρτήσεις και συµβολίζονται
µε
−→
f ,−→g ,−→h , κ.λ.pi. Για ένα στοιχείο −→f ορίζουµε ‖−→f ‖1 =
∑
n∈I ‖
−→
f (n)‖E∗n και για −→x ∈ (
∑
k∈I ⊕Ek)∞
συµβολίζουµε µε
−→
f (−→x ) τη δράση piου είναι το εσωτερικό γινόµενο∑n∈I −→f n(−→x n), όpiου −→f n = −→f (n) και−→x n = −→x (n).
Για I piεpiερασµένο διάστηµα τουN συµβολίζουµε µεRI τους τελεστές piεριορισµούRI : (
∑
n∈N⊕En)∞ →
(
∑
n∈I ⊕En)∞ piου ορίζονται ως RI(−→z ) = (−→z (n))n∈I . Με R∗I συµβολίζουµε τους τελεστές piεριορισµού
piάνω σε συζυγή αθροίσµατα, δηλαδή R∗I : (
∑
n∈N⊕E∗n)1 → (
∑
n∈I ⊕E∗n)1
Για I, J διαστήµατα του N λέµε ότι τα I, J είναι successive και γράφουµε I < J αν max I ≤ min J .
΄Εστω I1 < I2 < I3 ώστε max Ii + 1 = min Ii+1 για κάθε i = 1, 2. Για διανύσµατα
−→x 1,−→x 2,−→x 3 ώστε−→x i ∈ (
∑
k∈Ii ⊕En)∞ συµβολίζουµε µε (−→x 1,−→x 2,−→x 3) το διάνυσµα −→y ∈ (
∑max I3
n=min I1
⊕En)∞ piου ορίζεται
ως −→y (n) = −→xi(n) αν n ∈ Ii. Με piαρόµοιο τρόpiο ορίζονται τα διανύσµατα της µορφής (−→f 1,−→f 2,−→f 3) στον
(
∑
n⊕E∗n)1 όpiου
−→
f i ∈ (
∑
k∈Ii ⊕E∗n)1.
Ακολουθεί ο ορισµό της νέας κλάσης χώρων Banach piου ϑα µελετήσουµε.
Ορισµός 3.2. ΄Εστω (Xn, ‖ · ‖n)n∈N µία ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach. ΄Ενα χώρος Banach
Z ονοµάζεται Bourgain Delbaen(BD)-L∞-άθροισµα της ακολουθίας (Xn, ‖ · ‖n)n, και συµβολίζεται ως
Z = (∑∞n=1⊕Xn)BD, αν υpiάρχει µία ακολουθία (∆n)n∈N αpiό ξένα ανά δύο σύνολα του N ώστε να
ισχύουν τα σκόλουθα:
1. Ο χώρος Z είναι ισόµορφος µε υpiόχωρο του (∑∞n=1⊕(Xn ⊕ `∞(∆n))∞)∞.
2. Υpiάρχει σταθερά C > 0 και για κάθε n, υpiάρχουν γραµµικοί τελεστές
in :
n∑
k=1
⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))→ (
∞∑
n=1
⊕(Xn ⊕ `∞(∆n))∞)∞
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έτσι ώστε
(αʹ) ‖in‖ ≤ C για κάθε n ∈ N.
(ϐʹ) Για −→x ∈∑nk=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) έχουµε ότι R[1,n](in(−→x )) = −→x ,
R(n,∞)(in(
−→x )) ∈∑∞k=n+1⊕`∞(∆k) ενώ για κάθε l ≥ n+1 ισχύει ότι il(R[1,l]in(−→x )) = in(−→x ).
3. Θέτοντας Yn = in[
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))], η ένωση ∪nYn είναι piυκνή στον Z.
Για I διάστηµα του N, ϑα γράφουµε
∑
k∈I ⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) αντί για (
∑
k∈I ⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))∞)∞.
3.2.1 Η γενικη κατασκευη
Σε αυτό το σηµείο ϑα υpiενθυµίσουµε τα ϐασικά συστατικά της µεθόδου κατασκευής piου ϑα ακολουθή-
σουµε τα οpiοία piροέρχονται αpiό την κλασσική Bourgain-Delbaen(BD) µέθοδο κατασκευής [23].
΄Εστω (Xn, ‖ · ‖n)n∈N µία ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach και έστω ακόµη (∆n)n∈N µία
ακολουθία αpiό ξένα ανά δύο και piεpiερασµένα διαστήµατα του N. Συµβολίζουµε µε Γ την ένωση Γ =
∪n∈N∆n και χρησιµοpiοιούµε γράµµατ όpiως γ, ξ, η για να συµβολίσουµε τα στοιχέια του συνόλου Γ. Για
κάθε γ ∈ ∆n ορίζουµε ένα γραµµικό συναρτησιακό c∗γ :
∑n−1
k=1(Xk ⊕ `∞(∆k)) → R και για n < m ∈ N
ορίζουµε µε εpiαγωγή έναν γραµµικό τελεστή
in,m :
n∑
k=1
⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))→
m∑
k=1
⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))
ως εξής : Για m = n+ 1 και −→x ∈∑nk=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))
in,n+1(
−→x ) = (−→x ,−→x n+1)
όpiου −→x n+1 = (0Xn+1 , (c∗γ(−→x )γ∈∆n+1) ∈ Xn+1 ⊕ `∞(∆n+1).
Υpiοθέτοντας ότι οι τελεστές in,m έχουν οριστεί, ϑέτουµε in,m+1 = im,m+1 ◦ in,m. Είναι άµεσο ότι για
κάθε n < l < m ισχύει ότι in,m = il,m ◦ in,l.
Παρατήρηση 3.1. Το αξίωµα οµοιοµόρφου ϕράγµατος των (in,m)n≤m. Ας υpiοθέσουµε ότι υpiάρχει σταθε-
ϱά C > 0 ώστε ‖in,m‖ ≤ C για κάθε n ≤ m. Ορίζουµε in :
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))→ `∞[(Xn, `∞(∆n))]
ως το όριο
in = lim−→
m→∞
in,m.
Συνεpiάγεται ότι οι τελεστές in είναι ϕραγµένοι αpiό τη σταθεράC και εpiειδή ‖in(−→x )‖∞ ≥ ‖−→x ‖∞ οι τελεστές
in είναι ισοµορφικές εµφυτεύσεις.
Εpiοµένως µpiορούµε να ορίσουµε για κάθε n ∈ N, Yn = in[
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))] και Z = ∪n∈NYn.
Είναι άµεσο ότι Yn ⊂ Yn+1, κάθε Yn είναι C-ισόµορφος µε το ευθύ άθροισµα
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) και
µε ϐάση τον Ορισµό 3.2 συµpiεραίνουµε ότι Z = (∑n⊕Xn)BD. Θεωρώντας τον Z ως κλειστό υpiόχωρο του
(
∑∞
n=1⊕(Xn ⊕ `∞(∆n))∞)∞, piεριορίζουµε τους τελεστές R[1,n] : Z →
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) για κάθε
n ∈ N και την εικόνα των in piάνω στον Z, in :
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))→ Z. Εpiίσης, εpiεκτείνουµε κάθε
συναρτησιακό c∗γ : Z → R για κάθε γ ∈ ∆n µε τον κανόνα c∗γ(z) = c∗γ(R[1,n]z).
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Αpiό τον ορισµό των in συνεpiάγεται ότι για x = in(
−→u ) ∈ Yn,
‖x‖ = max{‖−→u ‖∞, sup
γ∈Γ
|c∗γ(x)|}.
Για κάθε n, ορίζουµε piροβολές P[1,n] : Z → Z ως P[1,n] = in◦R[1,n]|Z όpiου ImP[1,n] = Yn. Ακολουθεί
µία εύκολη piαρατήρηση.
Λήµµα 3.3. ΄Εστω n ∈ N και x ∈ Yn. Υpiοθέτουµε ότι για κάpiοιο m < n ισχύει ότι P[1,m]x = 0. Τότε
υpiάρχει −→u ∈∑nk=m+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) ώστε x = in(−→0 1,m,−→u ).
Αpiόδειξη. Είναι άµεσο ότι x = P[1,n](x) = in(−→y ) όpiου −→y = R[1,n](x) ∈
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)).
Εpiειδή P[1,m]x = 0Z = im(R[1,m]x) έχουµε ότι R[1,m]x =
−→
0 1,m και άρα −→y = (−→0 1,m,−→u ) όpiου −→u =
R[m+1,n](x) ∈
∑n
k=m+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)).
3.2.2 Η Schauder διασpiαση του χωρου Z
Για n ≤ m ορίζουµε P(n,m] = imR[1,m]|Z−inR[1,n]|Z . Εpiειδή οι in είναι οµοιόµορφα ϕραγµένοι (ιδιότητα
b) piροκύpiτει ότι ‖PI‖ < 2C για κάθε διάστηµα I ⊂ N. Εpiίσης αpiό ιδιότητα (d) του ορισµού 3.2 για κάθε
n,m ∈ N piροκύpiτει ότι P[1,n] ◦ P[1,m] = P[1,min{m,n}]. Εpiειδή Z = ∪n∈NP[1,n][Z], ϑέτωντας Z1 = P[1,1]
και Zn = P{n}[Z], όpiου P{n} = P[1,n] − P[1,n−1] για n > 1, εύκολα piροκύpiτει ότι η (Zn)n∈N είναι µία
Schauder διάσpiαση του χώρου Z.
Σηµειώνουµε ότι για κάθε k ≤ m ένα στοιχείο x ανήκει στον ∑mn=k⊕Zn αν και µόνο αν x ∈ Ym και
P[1,k]x = 0. Τέλος αναφέρουµε ότι αpiό Λήµµα 3.3
Zn = {(z = in(−→0 1,n,−→u ) : −→u ∈ Xn ⊕ `∞(∆n)}.
΄Εστω P ∗[1,n] : Z∗ → Z∗ οι συζυγείς piροβολές. Ορίζουµε Z∗[1,n] = ImP ∗[1,n] για κάθε n ∈ N και
κάνουµε τις ακόλουθες piρώτες piαρατηρήσεις.
Λήµµα 3.4. Για κάθε n, οι piεριορισµοί των τελεστών i∗n : Z∗[1,n] → (
∑n
k=1(X
∗
k ⊕ `1(∆k))1)1 είναι ισοµορ-
ϕικές εµφυτεύσεις και ικανοpiοιούν ότι ‖z∗‖ ≤ ‖i∗n(z∗)‖1 ≤ C‖z∗‖ για κάθε z∗ ∈ Z∗[1,n].
Αpiόδειξη. Εpiειδή ‖i∗n‖ = ‖in‖ για κάθε n ∈ N η δεξιά ανισότητα piροκύpiτει άµεσα. Εpiοµένως, µένει να
δείξουµε ότι για κάθε f ∈ Z∗[1,n] µε ‖f‖ = 1 ισχύει ότι ‖i∗n(f)‖ ≥ 1− ε για καθε ε > 0. ΄Εστω z∗ ∈ Z∗[1,n]
µε ‖z∗‖ = 1 και ε > 0. ΄Εστω ακόµη z ∈ Z µε ‖z‖ = 1 και |z∗(z)| ≥ 1−ε. Αpiό την υpiόθεση z∗ = P ∗[1,n]u∗
για κάpiοιο u∗ ∈ Z∗ και έστω −→x = R[1,n](z). Παρατηρούµε ότι
u∗(in−→x ) = u∗(inR[1,n]z) = u∗P[1,n]z = P ∗[1,n]u∗(z) = z∗(z) ≥ 1− ε
και εpiίσης ‖i∗n(z∗)‖1 ≥ |i∗nz∗(−→x )| = |z∗(in−→x )| = |u∗P[1,n]in−→x | = |u∗(in−→x )| ≥ 1 − ε. Εpiειδή οι
τελεστές in είναι ισοµορφικές εµφυτεύσεις piροκύpiτει ότι οι τελεστές i∗n|Z∗[1,n] είναι εpiί και συνδυάζοντας
τα piαραpiάνω piροκύpiτει το Ϲητούµενο.
Το εpiόµενο Λήµµα αpiοδεικνύει ότι για κάθε l ≥ n ο τελεστής i∗l : Z∗ → (
∑l
k=1(X
∗
k ⊕ `1(∆k))1)1
εpiεκτείνει ϕυσιολογικά τον i∗n|Z∗[1,n] : Z∗[1,n] → (
∑n
k=1(X
∗
k ⊕ `1(∆k))1)1.
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Λήµµα 3.5. ΄Εστω n ∈ N και f ∈ Z∗[1,n]. Τότε για κάθε l ≥ n ισχύει ότι i∗l (f) = (i∗n(f),
−→
0 n+1,l).
Αpiόδειξη. ΄Εστω g ∈ Z∗ ώστε f = P ∗[1,n]g. Για −→x ∈
∑n
k=1⊕Xk ⊕ `∞(∆k) έχουµε ότι i∗l f(−→x ,
−→
0 n+1,l) =
f(il(
−→x ,−→0 n+1,l)) = P ∗[1,n]g(il(−→x ,
−→
0 n+1,l)) = g(in
−→x ) = g(P[1,n]in−→x ) = i∗nf(−→x ). Εpiίσης, για στοιχείο
−→x ∈∑lk=n+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) έχουµε ότι
i∗l f(
−→
0 1,n,
−→x ) = f(il(−→0 1,n,−→x )) = (P ∗[1,n]g)(il(
−→
0 1,n,
−→x ,−→0 n+1,l))
= g(in(
−→
0 1,n)) = 0.
3.3 Ο συζυγής του (
∑
n⊕Xn)BD
Πριν piροχωρήσουµε στη κεντρική κατασκευή ϑα ερευνήσουµε τι µpiορεί να είναι ο συζυγής των χώρων
της µορφής (
∑
n⊕Xn)BD. Πρώτα σταθεροpiοιούµε µία οικογένεια (Xn, ‖ · ‖n)n∈N διαχωρίσιµων χώρων
Banach και ϑέτουµε Z = (∑n⊕Xn)BD τον χώρο piου ικανοpiοιεί τον Ορισµό 3.2. ΄Οpiως ϑα δούµε και
στη συνέχεια γνωρίζουµε αρκετά καλά τον συζυγή του Z στην piερίpiτωση piου η Schauder διάσpiαση είναι
συρρικνούσα.
Για τα εpiόµενα, ϑα χρειαστεί να ορίσουµε τον ακόλουθο τελεστή
Φ : ∪∞n=1Z∗[1,n] → (
∞∑
n=1
⊕(X∗n ⊕ `1(∆n))1)1
ως εξήσ:
Για f ∈ Z∗, ορίζουµε Φ(f) = limn→∞ i∗nP ∗[1,n](f). Αpiό Λήµµα 3.5 και Λήµµα 3.4 piροκύpiτει ότι ο
Φ είναι καλά ορισµένος και µpiορεί να εpiεκταθεί σε ισοµορφισµό εpiί Φ : ∪∞n=1Z∗[1,n] → (
∑∞
n=1⊕(X∗n ⊕
`1(∆n))1)1.
Πρόταση 3.6. Αν υpiοθέσουµε ότι η διάσpiαση (Zn)n∈N του Z είναι συρρικνούσα, ο συζυγής Z∗ είναι
ισόµορφος µε (
∑∞
n=1⊕(X∗n ⊕ `1(∆n))1)1.
Αpiόδειξη. Παρατηρούµε ότι αν η διάσpiαση είναι συρρικνούσα τότε εξ΄ ορισµού Z∗ = ∪∞n=1Z∗[1,n] και
άρα ο ισοµορφισµός Φ : Z∗ → (∑∞n=1⊕(X∗n ⊕ `1(∆n))1)1 piου ορίζεται piαραpiάνω ολοκληρώνει την
αpiόδειξη.
Τα αpiοτελέσµατα piου ακολουθούν αφορούν χώρους Z = (∑n⊕Xn)BD µε συρρικνούσα Schauder
διάσpiαση και ϑα αpiοδειχθούν χρήσιµα σε εpiόµενες ενότητες όpiου και ϑα µελετήσουµε τους τελεστές
piάνω στον Z. Υpiενθυµίζουµε ότι για I διάστηµα του N, µε R∗I συµβολίζουµε τον (ϕυσιολογικό) τελεστή
piεριορισµού R∗I : (
∑∞
n=1⊕(X∗n ⊕ `1(∆n))1)1 → (
∑
n∈I ⊕(X∗n ⊕ `1(∆n))1)1.
Λήµµα 3.7. ΄Εστω ε > 0, f ∈ Z∗ και m < n. ΄Εστω ακόµη x ∈ Yn ώστε ‖x‖ ≤ 1, P[1,m](x) =
0 και |f(x)| ≥ ε. Τότε υάρχουν l ≥ n και −→z ∈ ∑lk=m+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) ώστε ‖−→z ‖∞ ≤ 1 και
|Φf(−→0 1,m,−→z ,−→0 l+1)| ≥ ε2 . Ειδικότερα, ‖R∗[m+1,l](Φf)‖1 ≥ ε2
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Αpiόδειξη. ΄Εστω δ > 0 ώστε δ < ε4 . ΄Ετσω ακόµη l ≥ n και g ∈ Z∗[1,l] ώστε ‖f − g‖ ≤ δ. Αpiό Λήµµα 3.3
έχουµε ότι x = il(
−→
0 1,m,
−→z ) µε −→z ∈ (∑lk=m+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)). Προκύpiτει ότι ‖−→z ‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ 1 ενώ
αpiό Λήµµα 3.5 συµpiεραίνουµε ότι
|Φg(−→0 1,m,−→z ,−→0 l+1)| = |(i∗l g)(
−→
0 1,m,
−→z )| = |g(x)| ≥ |f(x)| − ‖f − g‖ ≥ ε− δ.
Εpiοµενως, |Φf(−→0 1,m,−→z ,−→0 l+1)| ≥ |Φg(−→0 1,m,−→z ,−→0 l+1)| − ‖Φ‖‖f − g‖ ≥ ε2 .
Πόρισµα 3.8. ΄Εστω ε > 0, (xk)k∈N µία block ακολουθία στον Z και fk ∈ Z∗ ώστε |fk(xk)| ≥ ε. Τότε
υpiάρχουν successive διαστήµατα Ik του N ώστε ‖R∗Ik(Φfk)‖ ≥ ε2 .
Αpiόδειξη. Εpiειδή η (xk)n∈N είναι block µpiορούµε να ϐρούµε m1 < n1 < m2 < n2 < . . . ώστε xk ∈ Ynk
και P[1,mk]xk = 0. Αpiό Λήµµα 3.7 για κάθε k ∈ N υpiάρχει lk ≥ nk ώστε ϑέτοντας In = (mk, ln] έχουµε
ότι
‖R∗Ik(Φfk)‖ ≥
ε
2
.
Περνώντας σε υpiακολουθία µpiορούµε να έχουµε ότι η (Ik)k είναι ακολουθία αpiό sucessive διαστήµατα
και η αpiόδειξη ολοκληρώθηκε.
Στην εpiόµενη piρόταση διατυpiώνεται µία γενική ιδιότητα piου αφορά ευθέα αθροίσµατα της µορφής
(
∑⊕Wn)1 (µε εξωτερική `1 νόρµα) και ϑα εφαρµοστεί στα ευθέα αθροίσµατα (∑k∈N⊕(X∗k ⊕ `1(∆n))1)1
αργότερα.
Πρόταση 3.9. ΄Εστω (Wn)n∈N µία ακολουθία χώρων Banach και W = (
∑
n∈N⊕Wn)1. Υpiοθέτουµε ότι
υpiάρχει µία ακολουθία (−→wk)k∈N, ε > 0 και µία ακολουθία (Ik)n∈N αpiό successive διαστήµατα του N ώστε
‖−→wk|∑n∈Ik Wn‖ ≥ ε για κάθε k ∈ N. Τότε η (−→wk)n∈N δε µpiορεί να είναι ασθενώς µηδενική.
Αpiόδειξη. ΄Εστω µε εις άτοpiο αpiαγωγή ότι η (−→wk)k∈N είναι ασθενώς µηδενική. Μορούµε να υpiοθέσουµε
χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, piερνώντας σε υpiακολουθία, ότι −→wk ∈ (
∑max Ik
n=1 Wn)1 για κάθε k ∈ N.
Θέτουµε k1 = 1 και εpiιλέγουµε
−→
f1 ∈ (
∑
n∈I1 ⊕W ∗n)∞ ώστε ‖
−→
f1‖∞ ≤ 1 και−→f1(−→w1) ≥ ε. Εpiειδή η (−→wk)k∈N
είναι ασθενώς µηδενική υpiάρχει N1 ⊂ N άpiειρο ώστε minN1 = k2 > k1 και
∑
k∈N1 |
−→
f1(
−→wk)| < ε22 .
Εpiιλέγουµε
−→
f2 ∈ (
∑
n∈Ik2 ⊕W
∗
n)1 ώστε ‖f2‖∞ ≤ 1 και
−→
f2(
−→wk2) ≥ ε. Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόpiο
εpiαγωγικα ϐρίσκουµε 1 = k1 < k2 < . . . και στοιχεία (
−→
fj )j∈N ώστε
−→
fj ∈ (
∑
n∈Ikj ⊕W
∗
n)∞, ‖
−→
fj‖∞ ≤ 1,
−→
fj (
−→wkj ) > ε και
∑∞
i=j+1
−→
fj (
−→wki) < ε2j+1 . Θέτουµε
−→
f =
∑∞
j=1
−→
fj . Παρατηρούµε ότι ‖f‖∞ ≤ 1 και
εpiειδή −→wkj ∈ (
∑max Ikj
n=1 Wn)1 συµpiεραίνουµε ότι
−→
f (−→wkj ) =
j∑
i=1
−→
fi (
−→wkj ) ≥
−→
fj (
−→wkj )−
∑
i 6=j
|−→fi (−→wkj )|
≥ ε−
j∑
i=1
ε
2i+1
≥ ε
2
,
το οpiοίο είναι άτοpiο γιατί υpiοθέσαµε ότι η (−→wkj )j∈N είναι ασθενώς µηδενική.
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Το εpiόµενο αpiοτέλεσµα αφορά χώρους (
∑
n⊕Xn)BD όpiου οι διαχωρίσιµοι χώροι Xn ικανοpiοιούν
εpiιpiλέον ιδιότητες.
Πρόταση 3.10. ΄Εστω Z = (∑n⊕Xn)BD µε συρρικνούσα Schauder διάσpiαση ώστε είτε ο `1 δεν εµφυ-
τεύεται ισοµορφικά στον X∗n για κάθε n ∈ N ή ο Xn έχει την ιδιότητα Schur για κάθε n ∈ N. ΄Εστω ακόµη
T : Z → Z ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής. Τότε για κάθε (zk)k∈N ϕραγµένη block ακολουθία
στον Z και q ∈ N υpiάρχει υpiακολουθία (zj)j∈N ώστε ‖P[1,q]T (zj)‖ → 0.
Αpiόδειξη. Θα ασχοληθούµε piρώτα µε την piερίpiτωση piου ο Xn έχει την ιδιότητα Shur για κάθε n ∈ N.
΄Εστω (zk)k∈N ϕραγµένη block ακολουθία στον Z. Εpiειδή η (Tzk)n∈N είναι ασθενώς µηδενική, για κάθε
q ∈ N η (P[1,q]Tzk)n∈N είναι εpiίσης ασθενώς µηδενική. Για κάθε 1 ≤ i ≤ q χρησιµοpiοιώντας το γνωστό
sliding hump εpiιχείρηµα και την ιδιότητα Schur των Xi συµpiεραίνουµε ότι υpiάρχει υpiακολουθία (xj)j
ώστε ‖P{i}Txj‖ → 0 και άρα έpiαιτε το Ϲητούµενο.
Στην piερίpiτωση piου ο `1 δεν εµφυτεύεται στον X∗n για κάθε n ∈ N, υpiοθέτουµε µε εις άτοpiο ότι
υpiάρχει q ∈ N και δ > 0 ώστε ‖P[1,q]T (zk)‖ ≥ δ για κάθε k ∈ N. Αpiό Hahn-Banach µpiορούµε να
ϐρούµε w∗k ∈ Z∗ ώστε |w∗k(P[1,q]T (zk))| ≥ δ. Παρατηρούµε ότι T ∗ ◦ P ∗[1,q] : Z∗ → Z∗ και ϑέτοντας
z∗k = T
∗ ◦ P ∗[1,q](w∗k) είναι άµεσο ότι |z∗k(zk)| ≥ δ. Ισχυριζόµαστε ότι υpiάρχει υpiακολουθία (z∗nk)k∈N
ισοδύναµη µε τη ϐάση του `1.
Πράγµατι, αν όχι αpiό ένα γνωστό αpiοτέλεσµα του Rosenthal ([40], Θεώρηµα 2.e.5) µpiορούµε να
υpiοθέσουµε, piερνώντας σε υpiακολουθία, ότι η (z∗k)k∈N είναι ασθενώς Cauchy. Εpiειδή η (zk)k∈N είναι
ασθενώς µηδενική µpiορούµε εpiαγωγικά να εpiιλέξουµε k1 < k2 < . . . ώστε ϑέτοντας z˜∗i = z∗k2i − z∗k2i−1
να ισχύει ότι |z˜∗i (zk2i−1)| ≥ δ2 . Παρατηρούµε ότι η (z˜∗i )i είναι ασθενώς µηδενική και αpiό Πόρισµα 3.8
υpiάρχει ακολουθία (Ii)i∈N αpiό successive διαστήµατα του N ώστε ‖R∗Ii(Φ(z˜∗i ))‖1 ≥ δ4 . Αpiό Πρόταση
3.9 έχουµε ότι η Φ(z˜∗i )i δε µpiορεί να είναι ασθενώς µηδενική και οδηγούµαστε σε άτοpiο.
Συµpiεραίνουµε ότι η (P ∗[1,q](w
∗
nk
))k είναι ισοδύναµη µε τη ϐάση του `1 και άρα ο `1 εµφυτεύεται στον
Z∗[1,q]. Εpiειδή ο Z
∗
[1,q] είναι ισόµορφος µε τον (
∑q
n=1(X
∗
n ⊕ `1(∆n))1)1 piροκύpiτει ότι υpiάρχει n0 ∈ [1, q]
ώστε ο `1 να εµφυτεύεται στον X∗n0 , άτοpiο.
3.4 Η piεριγραφή των Bourgain-Delbaen συνόλων
Σε αυτή την ενότητα ϑα δώσουµε τη λεpiτοµερή piεριγραφή των BD συνόλων ∆n καθώς και των συναρ-
τησιακών c∗γ :
∑n−1
k=1 ⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) → R, για γ ∈ ∆n. Για αυτό το σκοpiό ϑα σταθεροpiοιήσουµε µία
ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach (Xn, ‖ · ‖n) και δύο ϕυσικούς αριθµούς a, b ώστε 0 < a ≤ 1 και
0 < b < 12 . Τα σύνολα ∆n ορίζονται µε εpiαγωγή και ικανοpiοιούν τα ακόλουθα:
(i) Κάθε σύνολο ∆n είναι piεpiερασµένο και γράφεται ως ένωση δύο ξένων ανά δύο συνόλων
∆n = ∆
0
n ∪∆1n.
(ii) Κάθε στοιχείο γ του ∆0n αναpiαρίσταται ως γ = (n, a, f, p, 0) για κάpiοιο p ≤ n και ένα f συναρ-
τησιακό piου piροέρχεται αpiό ένα αρχικά εpiιλεγµένο και piεpiερασµένο υpiοσύνολο της µοναδιαίας
µpiάλας BX∗p , ενώ κάθε στοιχείο γ ∈ ∆1n, αναpiαρίσταται ως γ = (n, b, η, p, ξ) για κάpiοιο η ∈ ∆1p,
p < n− 1 και ξ ∈ ∆k µε p ≤ k ≤ n− 1.
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Για γ ∈ ∆n συµβολίζουµε µε e∗γ το µοναδιαίο διάνυσµα της συνήθης ϐάσης του `1(∆n). Ταυτίζουµε
τον X∗n µε τον (X∗n ⊕ {0})1 και τον `1(∆n) µε τον ({0} ⊕ `1(∆n))1 µε τις ισοµετρίες X∗n 3 x∗ 7→ −→x ∗ =
(x∗, 0) και αντίστοιχα e∗γ 7→ −→eγ∗ = (0, e∗γ). Είναι άµεσο ότι ‖x∗‖X∗n = ‖−→x ∗‖1 και ‖−→eγ∗‖1 = ‖e∗γ‖1.
Για m ≤ n, −→f ∈ (X∗m ⊕ `1(∆m)) και −→y ∈
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) συµβολίζουµε µε
−→
f (−→y ) τη
ϕυσιολογική δράση
−→
f (−→y (m)).
΄Εστω −→x ∈ ∑nk=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) και υpiοθέτουµε ότι για κάθε k ≤ n τα σύνολα ∆k έχουν οριστεί
καθως εpiίσης και οι τελεστές (im,l)m≤l≤n. Για γ = (n+ 1, x∗, p, 0) ∈ ∆0n+1 ορίζουµε
c∗γ(
−→x ) = a−→x ∗(−→x ),
ενώ για γ = (n+ 1, b, η, p, ξ) ∈ ∆1n+1 ορίζουµε
c∗γ(
−→x ) = a−→eη∗(−→x ) + b−→eξ ∗(−→x − (ip,n−1R[1,p]−→x )).
΄Οpiως αναφέρθηκε piαραpiάνω κάθε στοιχείο γ ∈ ∆n έχει τη µορφή είτε γ = (n, a, f, p, 0) ή γ =
(n, b, η, p, ξ). ΄Οpiως είδαµε και σε piροηγούµενα κεφάλαια κάθε συντεταγµένη αντιpiροσωpiεύει ένα δια-
ϕορετικό χαρακτηριστικό piου ορίζει µοναδικά το γ. Υpiενθυµίζουµε ότι η piρώτη συντεταγµένη είναι η
τάξη του γ, δηλαδή rank(γ) = n ανν γ ∈ ∆n ενώ η δεύτερη είναι το ϐάρος του γ, w(γ) = a ή b.
3.4.1 Argyros Haydon BD-σύνολα
Σε αυτή το σηµείο ϑα τροpiοpiοιήσουµε την piαραpiάνω διαδικασία και ϑα piαρουσιάσουµε την γενικευµένη
piαραλλαγή "Bourgain Delbaen" συνόλων piου piαρουσιάστηκε αpiό τους Σ. Αργυρός και R. Haydon στο
[10]. Υpiενθυµίζουµε ότι έχουµε σταθεροpiοιήσει µία ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach (Xn, ‖ ·
‖n)n∈N.
Εpiιλέγουµε δύο αυστηρά αύξουσες ακολουθίες (mj)j∈N, (nj)j∈N ϕυσικών αριθµών µε nj ≥ m2j piου
ικανοpiοιούν τις Υpiοθέσεις 2.3 του [10].
Για κάθε I = [m,n] piεpiερασµένο διάστηµα του N ταυτίζουµε τον χώρο (
∑
k∈I ⊕X∗k)1 µε τον χώρο
(
∑
k∈I ⊕(X∗k ⊕ {0})1)1 µέσω της ισοµετρίας
−→
f = (x∗m, . . . , x
∗
n) 7→
−→
f = (−→x ∗m, . . . ,−→x ∗n)
Παρόµοια ταυτίζουµε τους (
∑
k∈I ⊕`1(∆k))1, (
∑
k∈I ⊕({0}⊕ `1(∆k))1)1, δηλαδή για
−→
b ∗ = (b∗m, . . . , b∗n)
ώστε b∗k =
∑
γ∈∆k aγe
∗
γ και το διάνυσµα
−→
b ∗ = (
−→
b ∗m, . . . ,
−→
b ∗n) όpiου
−→
b∗k =
∑
γ∈∆k aγ
−→
e∗γ είναι στην ουσία
το ίδιο στοιχείο.
Εpiιλέγουµε Fn 1-norming αριθµήσιµο και συµµετρικό υpiοσύνολο της µοναδιαίας µpiάλας του X∗n
(αυτό είναι δυνατό καθώς ο Xn είναι διαχωρίσιµος). Συµβολίζουµε µε Fmn τα piρώτα m-στοιχεία του Fn
και για κάθε p < n ορίζουµε ένα υpiοσύνολο Kn,p του (
∑n
k=p+1⊕X∗k)1 ως εξής
Kn,p = {−→f = (x∗p+1, . . . , x∗n) : x∗k ∈ Fnk ∪ {0},
∑
k
‖x∗k‖X∗k ≤ 1}.
΄Οpiως στο [10] (Ενότητα 4) εpiιέγουµε µία αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών (Nn)n∈N, ϑέτουµε
Gn = {q ∈ Q : q = kl lδιιδες Nn!} και ορίζουµε ένα υοσύνολο Bn,p του (
∑n
k=p+1⊕`1(∆k))1 ως εξής
Bn,p = {
−→
b∗ = (b∗p+1, . . . , b
∗
n) : b
∗
k =
∑
γ∈∆k
aγe
∗
γ , aγ ∈ Gn
∑
γ∈Γn\Γp
|aγ | ≤ 1}
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΄Ο εpiαγωγικός ορισµός των ∆n piεριλαµβάνει σε κάθε ϐήµα και τον ορισµό µίας αpiεικόνισης σ :
∆n → N ώστε min{σ(γ) : γ ∈ ∆n} ≥ max{σ(γ) : γ ∈ ∆n−1}. Εpiειδή τα ∆n είναι piεpiερασµένα αυτό
είναι εφικτό και συνεpiάγεται ότι σ(γ) > n για κάθε γ ∈ ∆n.
΄Εστω ∆01 = ∅, ∆1 = ∆11 = {1} και σ(1) = 2. Υpiοθέτοντας ότι τα σύνολα ∆k και η σ : ∆k → R έχουν
οριστεί για κάθε k ≤ n, ορίζουµε ∆n+1 = ∆0n+1 ∪∆1n+1 έτσι ώστε
∆0n+1 = {(n+ 1, p,
−→
f , 0) :
−→
f ∈ Kn,p}
∆1n+1 =
{
(n+ 1,m2j , p,
−→
b∗) : 2j ≤ n+ 1, p < n ,−→b∗ ∈ Bn,p
}
∪
{
(n+ 1, η,m2j , p, ,
−→
b∗) : 2j ≤ n+ 1, p < n, η ∈ ∆1p, w(η) = m2j ,
,
−→
b∗ ∈ Bn,p
}
∪
{
(n+ 1,m2j−1,
−→
e∗η) : 2j ≤ n+ 2, η ∈ ∆k, k ≤ n,
w(η) = m4i−2 > m22j−1
}
∪
{
(n+ 1, η,m2j−1, p,
−→
e∗ξ ) : 2j ≤ n+ 2, η ∈ ∆1p, w(η) = m2j−1, ,
ξ ∈ ∆k, p < k ≤ n, w(ξ) = m4σ(η)
}
.
Ορίζουµε σ : ∆n+1 → N ώστε min{σ(γ) : γ ∈ ∆n+1} ≥ max{σ(γ) : γ ∈ ∆n}. Τα συναρτησιακά c∗γ
για γ ∈ ∆n ορίζονται ακριβως όpiως στην piροηγούµενη ενότητα piέρνωντας piεριpiτώσεις στις piαραµέτρους
a, b. Ειδικότερα, το a ισούται piάντα µε 1 και άρα w(γ) = 1 για κάθε γ ∈ ∆0n, n ∈ N, ενώ b = mj
οpiοτεδήpiοτε γ ∈ ∆1n και w(γ) = mj .
Παρατήρηση 3.2. 1. Σηµειώνουµε ότι για κάθε p ≤ n και −→f ∈ Kp,n έχουµε ότι ‖−→f ‖1 ≤ 1. Πράγµατι,
έστω
−→
f = (x∗p+1, . . . , x∗n) ώστε x∗k ∈ Fmk ∪ {0X∗k} και
∑
k ‖x∗k‖X∗k ≤ 1. Παρατηρούµε ότι ‖
−→
x∗k‖1 = ‖x∗k‖X∗k
και εpiειδή ‖−→f ‖1 =
∑
k ‖
−→
x∗k‖1 έχουµε το Ϲητούµενο. Με piαρόµοιο τρόpiο διαpiιστώνουµε ότι ‖
−→
b ∗‖1 ≤ 1 για
κάθε
−→
b∗ ∈ Bp,n.
2. ΄Εστω
−→
b ∗ = (b∗m+1, . . . , b∗n) ∈ (
∑n
k=m+1⊕`1(∆k))1 ώστε ‖b∗‖1 ≤ 1 και b∗k =
∑
γ∈∆k rγe
∗
γ όpiου rγ
είναι ένας ϱητός αριθµός για κάθε γ. Τότε υpiάρχει q > n ώστε
−→
b ∗ ∈ Bq,m. Πράγµατι, εpiειδή η ακολουθία
(Nj)j έίναι αυστηρά αύξουσα, υpiάρχει q ≥ n ώστε ο µέγιστος piαρονοµαστής του rγ είναι µικρότερος αpiό
Nq για κάθε γ ∈ ∪nk=m+1∆k. Το συµpiέρασµα έpiεται αpiό τον ορισµό του Bq,m.
3.5 Argyros Haydon L∞ αθροίσµατα χώρων Banach (∑n⊕Xn)AH
Για την εpiιλεγµένη ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach, (Xn, ‖·‖n)n∈N, συµβολίζουµε µε (
∑⊕Xn)AH
το BD L∞ άθροισµα της (Xn, ‖ · ‖n) µε ϐάση τη µέθοδο κατασκευής piου piροέρχεται αpiό την κατασκευ-
ή στο [10] και piεριγράφηκε στην Ενότητα 4.1. Για να εξασφαλίζουµε ότι οι χώροι (
∑⊕Xn)AH είναι
καλά ορισµένοι αρκεί να ελέγξουµε αν ικανοpiοιούν το αξίωµα οµοιοµόρφου ϕράγµατων των τελεστών
in,m :
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))→
∑m
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)).
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Πρόταση 3.11. ‖in,m‖ ≤ 2 για κάθε n,m ∈ N µε n ≤ m.
Αpiόδειξη. Θα το αpiοδείξουµε µε χρήση εpiαγωγής piάνω στο m και για κάθε n ≤ m. Για m = 1, είναι
piροφανές. Υpiοθέτουµε ότι για κάpiοιο m ∈ N και ένα n ≤ m έχουµε αpiοδείξει ότι για κάθε k ≤ n και
l ≤ m, ‖ik,l‖ ≤ 2. Για να δείξουµε ότι ‖in,m+1‖ ≤ 2 αρκεί να δείξουµε ότι για −→z ∈
∑n
k=1(Xk ⊕ `∞(∆k))
µε ‖−→z ‖ ≤ 1, |c∗γ(in,m−→z )| ≤ 2 για κάθε γ ∈ ∆m+1.
΄Εστω γ ∈ ∆0m+1 της µορφής γ = (m + 1,
−→
f , p, 0) όpiου
−→
f ∈ Kp,m και αpiό Παρατήρηση 3.2
‖−→f ‖1 ≤ 1. Συνεpiάγεται ότι |c∗γ(in,m−→z )| = |
−→
f (−→z )| ≤ 1.
΄Εστω τώρα γ ∈ ∆1m+1 της µορφής γ = (m + 1, η,mj , p,
−→
b∗) όpiου
−→
b∗ ∈ Bp,m. Αpiό το ορισµό του c∗γ
έχουµε ότι
c∗γ(in,m
−→z ) = −→eη∗(in,m−→z ) + 1
mj
−→
b∗ [in,m−→z − ipR[1,p](in,m−→z )].
Παρατηρούµε ότι για p ≥ n, αpiό τον ορισµό των in,m piροκύpiτει ότι in,m−→z = ipR[1,p](in,m−→z ) και άρα
άpiό εpiαγωγική υpiόθεση ισχύει. Στην piερίpiτωση piου p < n ισχύει ότι −→eη∗(in,m−→z ) = −→eη∗(−→z ) ανδ
−→
b∗ [in,m−→z − ipR[1,p](in,m−→z )] =
−→
b∗ [in,m−→z − ip,m(R[1,p]−→z )].
Αpiό Παρατήρηση 3.2 ισχύει ότι ‖−→b∗‖1 ≤ 1 ενώ µε χρήση της εpiαγωγικής µας υpiόθεσης καταλήγουµε
ότι
c∗γ(in,m
−→z ) ≤ ‖−→z ‖+ 1
mj
(‖in,m−→z ‖+ ‖ip,m−→z ‖) ≤ 2.
Συµpiεραίνουµε ότι ‖in‖ ≤ 2 για κάθε n ∈ N και αpiό Παρατήρηση 3.1 ϑέτοντας Z = ∪nYn όpiου
Yn = in[
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k))] είναι άµεσο ότι Z = (
∑
n⊕Xn)AH .
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 3.2. ΄Οpiως σηµειώθηκε στην Ενότητα 2 piεριορίζουµε τους τελεστές R[1,n] : Z →∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)). Για γ ∈ ∆n+1 εpiεκτείνουµε το συναρτησιακό c∗γ : Z → R ως c∗γ(z) = c∗γ(R[1,n]z).
Παροµοίως, µpiορούµε να εpiεκτείνουµε κάθε
−→
f :
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) → R σε ένα συναρτησιακό−→
f : Z → R (µε τον κανόνα −→f (z) = −→f (R[1,n]z)) ).
Θεωρούµε κάθε στοιχείο
−→
f ∈ (∑nk=m⊕(X∗k ⊕ `1(∆k))1)1 ϕυσιολογικά ως ϕραγµένο ϕραµµικό συ-
ναρτησιακό
−→
f :
∑n
k=1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) → R και άρα µε ϐάση το piαραpiάνω ως ϕραγµένο γραµµικό
συναρτησιακό
−→
f : Z → R.
Αυτό αφορά κάθε συναρτησιακό −→eγ∗, για γ ∈ ∆n, −→x ∗ ,για x∗ ∈ X∗n,
−→
b∗ ∈ Bp,n, −→f ∈ Kn,p µε p < n.
Εpiιpiλέον, αpiό Λήµµα 3.2 οι εpiεκτάσεις των piαραpiάνω συναρτησιακών ανήκουν στη µοναδιαία µpiάλα του
Z∗.
Υενθυµίζουµε ότι P(m,n] = inR[1,n] − imR[1,m] για κάθε m ≤ n. Για γ ∈ ∆n ορίζουµε d∗γ : Z → R
ως d∗γ =
−→
e∗γ ◦ P{n}. Αpiό Σηµείωση 3.2 piροκύpiτει ότι d∗γ =
−→
e∗γ − c∗γ . Το αξίωµα οµοιοµόρφου ϕράγµατος
των τελεστών ik,m συνεpiάγεται ότι ‖in‖ ≤ 2, ‖P[1,n]‖ ≤ 4, ‖P(n,∞)‖ ≤ 3 για n ∈ N ενώ ‖d∗γ‖ ≤ 3 για κάθε
γ ∈ Γ.
Η ακόλουθη piρόταση είναι χρήσιµη για τον υpiολογισµό νόρµας στοιχείων τουZ. Η αpiόδειξη piεριέχει
piαρόµοια εpiιχειρήµατα αpiό το [10] (Πρόταση 4.5).
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Πρόταση 3.12. Για κάθε γ ∈ ∆n+1 υpiάρχουν ϕυσικοί αριθµοί 0 < p1 < q1 < p2 < q2 < . . . < pa < qa =
n+ 1 µε a ≤ nj , στοιχεία (ξi)ai=1 µε ξa = γ, ξi ∈ ∆qi+1, w(ξi) = w(γ) και συναρτησιακά
−→
b∗i ∈ Bpi,qi ώστε
−→
e∗γ =
a∑
i=1
d∗ξi +
1
mj
a∑
i=1
−→
b∗i ◦ P(pi,qi]
Η ακολουθία {pi, qi, ξi, b∗i }ai=1 λέγεται ανάλυση του γ. Σηµειώνουµε ότι για γ ∈ ∆0n (δηλαδήw(γ) = 1)
το στοιχείο γ κάνουµε την piαραδοχή ότι δέχεται τετριµµένη ανάλυση piου αpiοτελέι το µονοσύνολο {e∗γ}.
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 3.3. Για λόγους συνέχειας µε την υpiάρχουσα ορολογία για κάθε p ≤ n ταυτίζουµε
ϕυσιολογικά τν χώρο (
∑n
k=p⊕Xk)∞ µε τον (
∑n
k=p⊕(Xk ⊕ {0})∞)∞ ως
−→x = (xp, . . . , xn)→ −→x = (−→x p, . . . ,−→x n)
όpiου −→x k = (xk, 0) ∈ (Xk ⊕ {0})∞. Με piαρόµοιο τρόpiο ταυτίζουµε τον (
∑n
k=p⊕`∞(∆k))∞ µε τον
(
∑n
k=p⊕({0} ⊕ `∞(∆k))∞)∞.
Παρατήρηση 3.3. ΄Εστω m ≤ n και z ∈ Z ώστε ranz = (m,n] (ή ισοδύναµα z ∈ Yn και P[1,m](z) = 0).
Αό Λήµµα 3.3 υpiάρχει −→u ∈ ∑nk=m+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) ώστε z = in(−→u ). Με χρήση της piαραpiάνω
ταύτισης, γράφουµε το−→u ως−→u ′+−→u ′′ έτσι ώστε−→u ′ ∈ (∑nk=m+1⊕Xk)∞ ενώ−→u ′′ ∈ (∑nk=m+1⊕`∞(∆k))∞.
Πράγµατι, αν −→u (k) = (xk, yk) Θέτουµε −→u ′ = (xm+1, . . . , xn) και −→u ′′ = (ym+1, . . . , yn). Θετουµε εpiίσης
z′ = in(
−→
0 1,m,
−→u ′) και z′′ = in(−→0 1,m,−→u ′′). Είναι άµεσο ότι z = z′ + z′′. Εpiισης, διαpiιστώνουµε ότι
‖−→u ′‖∞ = sup{|−→x ∗(−→u )| : x∗ ∈ X∗k , m+ 1 ≤ k ≤ n}
και
‖−→u ′′‖∞ = sup{|−→eγ∗(−→u )| : γ ∈ ∆k, m+ 1 ≤ k ≤ n}.
Αpiό Σηµείωση 3.2 για x∗ ∈ X∗k ή γ ∈ ∆k µε m + 1 ≤ k ≤ n ισχύει ότι −→x ∗(z) = −→x ∗(u) = x∗(xk)
και piαρόµοια −→eγ∗(z) = −→eγ∗(u) = e∗γ(yk) = yk(γ). Εpiοµένως, το −→u ′′ µpiορεί να γραφτεί εναλλακτικά ως
(−→u γ)γ∈Γn\Γm όpiου −→u γ = −→eγ∗(−→u ).
Ορισµός 3.13. ΄Εστω z ∈ Z µε max ran(z) = n και έστω −→u ∈∑nk=1⊕(Xk⊕ `∞(∆k)) ώστε να ισχύει ότι
z = in(
−→u ). Ορίζουµε supploc(z) = −→u . Λέµε ότι το local support του z δεν έχει ϐάρος αν (−→u γ)γ∈Γn =−→
0 1,n όpiου −→u γ = −→eγ∗(−→u ) όpiως στην Παρατήρηση 3.3.
Η ϐασική ιδέα piου piεριέχει το ακόλουθο Λήµµα στηρίζεται σε εpiιχειρήµατα piου piαρουσιάστηκαν
στο [10] (Λήµµα 7.2).
Λήµµα 3.14. ΄Εστω z ∈ Z ώστε ranz ⊂ (p, q]. Τότε υpiάρχει γ ∈ Γ µε rank(γ) > p ώστε |−→eγ∗(z)| > 12‖z‖
Αpiόδειξη. ΄Εστω supploc(z) = −→u όpiου −→u = −→u ′ + (−→u γ)γ∈Γq\Γp όpiως στην Παρατήρηση 3.3. Εpiειδή
z = iq(
−→
0 1,p,
−→u ) και ‖iq‖ ≤ 2 έχουµε ότι ‖−→u ‖∞ ≥ 12‖z‖. Σηµειώνουµε ότι
‖−→u ‖∞ = max{‖−→u ′‖∞, ‖(−→u γ)γ‖∞}.
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Στην piερίpiτωση piου ‖−→u ‖∞ = ‖(−→u γ)γ‖∞ αpiό Παρατήρηση 3.3 υpiάρχει p+ 1 ≤ k ≤ q και γ ∈ ∆k ώστε
|−→eγ∗(−→u )| = ‖−→u ‖∞. Εpiοµένως,
−→eγ∗(z) = −→eγ∗(−→u ) ≥ 1
2
‖x‖
΄Εστω τώρα ότι ‖−→u ‖∞ = ‖−→u ′‖∞. Αpiό Παρατήρηση 3.3 και το Hahn Banach υpiάρχει x∗ ∈ BX∗k µε
p + 1 ≤ k ≤ q ώστε |−→x ∗(−→u )| = ‖−→u ‖∞. Εpiειδή το Fk είναι 1-norming στην µpiάλα BX∗k , µpiορούµε να
υpiοθέσουµε ότι x∗ ∈ Fk και έστω l ≥ p ώστε x∗ ∈ F lk. Θέτουµε
−→
f = (−→x ∗,−→0 k+1,l) και piαρατηρούµε
ότι το συναρτησιακό
−→
f ανήκει Kl,k−1. Εpiιpiλέον
−→
f (z) = −→x ∗(−→u ). ΄Εστω γ ∈ ∆l+1 µε αναpiαράσταση
γ = (l + 1,
−→
f , n, 0). Είναι άµεσο ότι d∗γ(z) = 0, άρα και σε αυτή τη piερίpiτωση |−→eγ∗(z)| = |c∗γ(z)| =
|−→f (z)| = ‖−→u ‖ ≥ 12‖z‖, εpiοµένως το λήµµα αpiοδείχθηκε.
3.5.1 Rapidly Increasing ακολουθίες (RIS) στον Z = (∑nXn)AH .
Για τη συνέχεια οpiοτεδήpiοτε γράφουµε Z ϑα εννοούµε τον χώρο Z = (∑⊕Xn)AH για την εpiιλεγµένη
ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach (Xn, ‖ · ‖n)n∈N.
Υpiενθυµίζουµε ότι ο Z έχει µία Schauder διάσpiαση (Zn)n∈N ως piρος την οpiοία ορίζουµε το range
στοιχείων του Z και τις block ακολουθίες του Z. Θα ορίσουµε block ακολουθίες ειδικού τύpiου piου ϑα
µας ϐοηθήσουν να µελετήσουµε τους τελεστές σε εpiόµενη ενότητα.
Ξεκινάµε µε το ακόλουθο Λήµµα piου αφορά γενικά τις block ακολουθίες στον Z.
Λήµµα 3.15. ΄Εστω (zn)n∈I για I ⊂ N διάστηµα, µία block ακολουθία ώστε ‖zn‖ ≤ C για κάθε n ∈ I
και έστω (an)n∈I µία ακολουθία piραγµατικών. Τότε για κάθε
−→
f ∈ Km,p µε p < m υpiάρχει n0 ∈ N ώστε
|−→f (∑n anzn)| ≤ C|an0 |.
Αpiόδειξη. ΄Εστω
−→
f ∈ Km,p της µορφής −→f = (x∗p+1, . . . , x∗n) όpiου x∗k ∈ Fnk ⊕{0} για κάθε p+1 ≤ k ≤ m
και
∑
k ‖x∗k‖X∗k ≤ 1. Υpiενθυµίζουµε ότι ‖
−→
x∗k‖ ≤ ‖
−→
x∗k‖1 = ‖x∗k‖X∗k . Εpiειδή η (zn)n είναι block για κάθε
k υpiάρχει nk όχι αpiαραίτητα διαφορετικό ώστε
−→
x∗k(
∑
n anzn) =
−→
x∗k(ankznk). Θέτουµε an0 = max{ank :
k = p+ 1, . . . , n}. Συνεpiάγεται ότι |−→f (∑k akzk)| ≤ C|ak0 |∑k ‖−→x∗k‖ ≤ C|ak0 |.
Συνεχίζουµε µε τον ορισµό των Rapidly Increasing ακολουθιών (RIS).
Ορισµός 3.16. Θα λέµε µία block ακολουθία (zk)k∈N στον Z C-RIS όpiου C > 0 σταθερά αν υpiάρχει
µία αυστηρά σύξουσα ακολουθία (jk)k∈N έτσι ώστε
1. ‖zk‖ ≤ C για κάθε k ∈ N
2. jk+1 > maxran zk
3.
−→|e∗γ(zk)| ≤ Cmi αν w(γ) = mi µε i < jk.
Λήµµα 3.17. ΄Εστω x ∈ Z ώστε maxranx = q και το σύνολο supploc(x) δεν έχει ϐάρος. Τότε για κάθε
γ ∈ Γ µε ϐάρος w(γ) = mj ισχύει ότι |−→e∗γ(x)| ≤ 3‖x‖mj .
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Αpiόδειξη. Η αpiόδειξη χρησιµοpiοιεί piαρόµοια εpiιχειρήµατα µε Λήµµα 5.7 στο [10]. Αρχικά piρέpiει να
piαρατηρήσουµε ότι για γ ∈ Γ ώστε rank γ > q ισχύει ότι d∗γ(x) = 0 και P(r,∞)(x) = 0 για κάθε r > q.
΄Εστω γ ∈ Γ µε w(γ) = mj και ανάλυση {pi, qi, b∗i , ξi}li=1 , l ≤ nj ώστε −→eγ∗ =
∑
i d
∗
ηi +
1
mj
∑
i
−→
bi
∗◦P(pi,qi].
΄Εστω i το µεγαλύτερο µε την ιδιότητα ότι pi ≤ q. Για κάθε i′ > i, έχουµε ότι pi′ > q και qi′ > pi′ > q
άρα P(pi′ ,qi′ ](z) = 0 και d
∗
ξi′
(z) = 0. Αν i = 1 τότε −→eγ∗(z) = 1mj
−→
b1
∗(P(p1,q1]z). ∆ιαφορετικά i − 1 ≥ 1
και −→eγ∗(z) = −→eη∗i−1(z) + 1mj
−→
bi
∗(P(pi,qi]z). Αν ϑέσουµε
−→u = supploc(z) τότε είναι άµεσο ότι −→eη∗i−1(z) =−→eη∗i−1(−→u ) = 0 καθώς rank(ηi−1) = qi−1 + 1 < pi < q. Εpiοµένως σε κάθε piερίpiτωση έχουµε ότι−→eγ∗(z) = 1mj
−→
bi
∗(P(pi,qi]z) =
1
mj
−→
bi
∗(P(pi,∞)z) ≤ 3‖z‖mj .
Πόρισµα 3.18. ΄Εστω(zk)k∈N µία block ακολουθία στον Z , ϕραγµένη αpiό µία σταθερά C > 0 και
υpiοθέτουµε ότι το supploc(zk) δεν έχει ϐάρος για κάθε k ∈ N. Τότε υpiάρχει υpiακολουθία (zi)i piου είναι
3C-RIS.
Αpiόδειξη. ΄Εστω pk, qk ώστε ranzk = (pk, qk] και έστω −→u k = supploc(zk) ∈
∑qk
i=pk
⊕(Xi ⊕ `∞(∆i)).
Μpiορούµε να υpiοθέσουµε, piερνώντας σε υpiακολουθία ότι pk+1 > qk + 1 για κάθε k. Θέτουµε jk = pk
και διαpiιστώνουµε ότι η (jk)k είναι αυστηρά αύξουσα και εpiιpiλέον jk+1 > maxranxk. Εpiίσης, για
γ ∈ Γ µε w(γ) = mj αpiό Λήµµα 3.17 piροκύpiτει ότι |−→eγ∗(zk)| ≤ 3C/mj . Εpiειδή ‖zk‖ ≤ C ≤ 3C, και
οι τρεις συνθήκες του ορισµού RIS ικανοpiοιούνται και άρα έχουµε το Ϲητούµενο.
Η ακόλουθη piρόταση piου αpiοτελεί ανάλογο της Πρότασης 5.4 στο [10], αpiοκαλύpiτει τη σύνδεση
ανάµεσα στις RIS του Z µε τη συνήθη ϐάση, (en)n∈N, του mixed Tsirelson χώρου T (A3nj , 1mj )j∈N,
γεγονός piου δίνει τη δυνατότητα αναγκαίων εκτιµήσεων.
Θεωρούµε το norming σύνολο W = W [(A3nj , 1mj )j∈N] ως υpiοσύνολο του c00(N), για κάθε f ∈ W
ορίζουµε το συνολο suppf = {k ∈ N : f(k) 6= 0} ενώ οpiοτεδήpiοτε το συναρτησιακό f είναι της µορφής
f = 1mj
∑n
k=1 fi για κάpiοια (fi)ni=1 ⊂W ορίζουµε το ϐάρος της f ως weight(f) = mj .
Πρόταση 3.19. ΄Εστω (zk)k∈I µία C-RIS στον Z και γ ∈ Γ. Τότε για κάθε ακολουθία piραγµατικών (ak)k
και s ∈ N υάρχει k0 ∈ I και ένα συναρτησιακό f ∈W [(A3nj , 1mj )j∈N] έτσι ώστε
1. Είτε f = 0 ή w(γ) = weight(f), suppf ⊂ {k ∈ I : k > k0}.
2. |−→e∗γ ◦ P(s,∞)(
∑∞
k=1 akzk)| ≤ 4C|ak0 |+ 6Cf(
∑∞
k=1 |ak|ek)
Εpiιλέον, αν υpiοθέσουµε ότι υpiάρχει j0 ∈ N έτσι ώστε
|−→eξ ∗(
∞∑
k∈I
akzk)| ≤ C max
k∈I
|ak|,
για κάθε J ⊂ I και κάθε ξ ∈ Γ µε w(ξ) = mj0 , τότε η f µpiορεί να εpiιλεγεί αpiό το W [(A3nj , 1mj )j 6=j0 ].
Αpiόδειξη. Θα αpiοδείξουµε piρώτα το συµpiέρασµα χωρίς την εpiιpiλέον συνθήκη. Υpiοθέτουµε αρχικά ότι
το γ είναι στοιχείο του ∆0n για κάpiοιο n ∈ N µε αναpiαράσταση γ = (n,−→g , p, 0) όpiου p < n, −→g ∈ Kp,n−1.
Τότε, −→eγ∗ = d∗γ + c∗γ όpiου d∗γ = −→eγ∗ ◦ P{n} και c∗γ = −→g . Σηµειώνουµε ότι αν s > n τότε −→eγ∗ ◦ P(s,∞) = 0
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και ισχύει µε τετριµµένο τρόpiο. ΄Εστω τώρα s ≤ n και wk = P(s,∞)zk για κάθε k. Εpiειδή η (wk)k
είναι block αpiό Λήµµα 3.15 υάρχει k1 ∈ I ώστε c∗γ(
∑
k∈I akwk) ≤ C|ak1 |. Εpiίσης, υpiάρχει k2 ∈ I όχι
αpiαραίτητα ίδιο µε το k1 ώστε d∗γ(
∑
k∈I akwk) = d
∗
γ(ak2wk2). ΄Εστω k0 ∈ I (k0 = k1 ορ k0 = k2) ώστε
|ak0 | = max{|ak1 |, |ak2 |}. Εpiειδή ‖P(s,∞)‖ ≤ 3, ‖d∗γ‖ ≤ 3 piροκύpiτει ότι
|−→eγ∗ ◦ P(s,∞)(
∑
k∈I
akzk)| ≤ 4C|ak0 |.
Θέτοντας f = 0 το συµpiέρασµα ισχύει. Συνεχίζουµε την αpiόδειξη µε εpiαγωγή piάνω στην τάξη του
rank(γ) = n µε piαρόµοιο τρόpiο όpiως στο [10] (Πρόταση 5.4). Με piαρόµοια εpiαγωγή αpiοδεικνύεται και
η εpiιpiλέον συνθήκη.
Η ϐασική ανισότητα έχει σαν συνέpiεια το ακόλουθο αpiοτέλεσµα
Πόρισµα 3.20. ΄Εστω (zk)
nj0
k=1 µία C-RIS στον Z. Τότε ‖n−1j0
∑nj0
k=1 zk‖ ≤ 10Cmj0 . Εpiιpiλέον, αν (λk)
nj0
k=1
είναι piραγµατικοί ώστε |λk| ≤ 1 και
|−→eγ∗(
∑
k∈J
λkzk)| ≤ C max
k∈J
|λk|
για κάθε γ ϐάρους m−1j0 και κάθε διάστηµα J ⊂ {1, 2, . . . , nj0}, τότε
‖n−1j0
∑
k
λkzk‖ ≤ 10C
m2j0
.
Αpiόδειξη. Εφαρµόζουµε τη ϐασική ανισότητα για piραγµατικούς n−1j0 λk και για διάστηµα I = {1, 2, . . . , nj0}.
Αpiό εκτιµήσεις piου piροέρχονται αpiό το χώρο W (A3nj , 1mj )j∈N ( δες [10], Ενότητα 2.4) έχουµε ότι
|−→eγ∗(n−1j0
nj0∑
k=1
zk)| ≤ 10C
mj0
για κάθε γ ∈ Γ. Παρατηρούµε ότι για f ∈ BX∗l υpiάρχει το piολύ ένα kl ∈ I ώστε |
−→
f (n−1j0
∑nj0
k=1 zk)| =
|−→f (n−1j0 zkl)| ≤ Cnj0 . Εpiειδή nj0 ≥ m
2
j0
συνδυάζοντας όλα τα piροηγούµενα η αpiόδειξη για το piρώτο
ολοκληρώθηκε. Για το δεύτερο εφαρµόζουµε την εpiιpiλέον συνθήκη της ϐασικής ανισότητας και χρησι-
µοpiοιώντας εκτιµήσεις αpiό το W (A3nj , 1mj )j 6=j0 καταλήγουµε ότι |
−→eγ∗(n−1j
∑
k λkzk)| ≤ 10Cm2j0 για κάθε
γ ∈ Γ. Με piαρόµοιο τρόο όpiως piαραpiάνω, ϕτάνουµε στο Ϲητούµενο αpiοτέλεσµα.
Συνδυάζοντας τα piαραpiάνω καταλήγουµε στο ακόλουθο γενικό αpiοτέλεσµα.
Πρόταση 3.21. ΄Εστω Z = (∑n⊕Xn)AH όpiου (Xn, ‖ ·‖n)n∈N είναι µία ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων
Banach. ΄Εστω ακόµη Y ένας χώρος Banach και T : Z → Y ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής
µε την ιδιότητα ότι ‖Tzn‖ → 0 για κάθε RIS (zk)k∈N στον Z. Τότε ‖Twk‖ → 0, για κάθε ϕραγµένη block
ακολουθία (wk)k∈N στον Z.
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Αpiόδειξη. ΄Εστω (zk)k∈N µία ϕραγµένη block ακολουθία στον Z και έστω σταθερά C > 0 ώστε ‖zk‖ ≤
C για κάθε k ∈ N. Αρκεί να δείξουµε ότι υpiάρχει υpiακολουθία (zki)i ώστε ‖T (zki)‖ → 0. ΄Εστω
pk, qk ώστε ranzk = (pk, qk] και έστω −→u k = supploc(zk). Κάθε zk γράφεται στη µορφή zk = z′k + z′′k
όpiου ranz′k = ranz′′k = ranzk όpiως στην Παρατήρηση 3.3. Παρατηρούµε ότι οι ακολουθίες (z′k)n∈N
και (z′′k)k∈N είναι ϕραγµένες και εpiιpiλέον αpiό τον ορισµό του z′k συµpiεραίνουµε ότι το supploc(z′k)
δεν έχει ϐάρος. Αpiό piόρισµα 3.18 υpiάρχει υpiακολουθία (z′k)k∈M η οpiοία είναι 3C-RIS, εpiοµένως
αpiό την υpiόθεση η (T (z′k))k∈M είναι norm µηδενική. Για κάθε k ∈ M και N ∈ N διασpiάµε κάθε
στοιχείο z′′k = wNk + yNk µε piαρόµοιο τρόpiο όpiως στην Πρόταση 5.11 στο [10]. Πιο συγκεκριµένα,
ορίζουµε −→wNk ,−→y Nk ∈ (
∑qk
i=pk+1
⊕`∞(∆i))∞ ώστε −→wNk (γ) = −→u γ αν w(γ) ≤ mN ή 0 διαφορετικά , ενώ−→y Nk (γ) = −→u γ αν w(γ) > mN ή 0 διαφορετικά. Συνεpiάγεται ότι −→wNk +−→y Nk = (−→u γ)γ και ϑέτουµε wNk =
iqk(
−→
0 1,pk ,
−→wNk ) και yNk = iqk(
−→
0 1,pk ,
−→y Nk ). Για τις ϕραγµένες block ακολουθίες (wNk )k∈M , (yNk )k∈M
ϐρίσκουµε υpiακολουθίες (wNjkNj )j , (y
Nj
kNj
)j ώστε η (y
Nj
kNj
)j είναι RIS και ‖T (wNjkNj )‖ → 0 (δες [10], Πρόταση
5.11). Αpiό την υpiόθεση συνεpiάγεται ότι ‖T (z′′kNj )‖ → 0 και εpiειδή ‖T (z
′
kNj
)‖ → 0 καταλήγουµε ότι
‖T (zkNj )‖ → 0.
Πόρισµα 3.22. ΄Εστω Z = (∑n⊕Xn)AH όpiου (Xn, ‖ · ‖n)n∈N είναι µία ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων
Banach. Τότε ο συζυγής Z∗ είναι ισόµορφος µε τον (∑∞n=1⊕(X∗n ⊕ `1(∆n))1)1.
Αpiόδειξη. Αpiό Πόρισµα 3.20 piροκύpiτει ότι κάθε ϕραγµένη RIS είναι ασθενώς µηδενική. Αpiό Πρότα-
ση 3.21 συνεpiάγεται ότι κάθε ϕραγµένη block ακολουθία στον Z είναι ασθενώς µηδενική και άρα η
διάσpiαση (Zn)n∈N είναι συρρίκων. το συµpiέρασµα έpiεται αpiό Πρόταση 3.6.
3.6 Η HI-ιδιότητα σε block υpiοχωρους του Z = (∑nXn)AH
Σε αυτή την ενότητα ϑα piαρουσιάσουµε τα ϐασικά συστατικά piου piεριέχονται σε piολλές κατασκευές
καθολικά αδιάσpiαστων (Hereditarily Indecomposable) χώρων Banach( όpiως [10], [5], [7]). ΄Οpiως έχουµε
ήδη σηµειώσει ϑα ακολουθήσουµε την Argyros-Haydon HI µέθοδο στο [10], υιοθετώντας piολλά αpiό τα
εpiιχειρήµατα και διατηρώντας σε piολλά σηµεία τις ίδιες εκτιµήσεις. Αυτό µας ϐοηθάει να piαρατήσουµε,
όpiως piροκύpiτει αpiό τον ορισµό των ∆n, ότι στην piερίpiτωση piου Xn = {0} για κάθε n ∈ N ο χώρος
Z = (∑⊕Xn)AH ταυτίζεται µε τον Argyros-Haydon χώρο XK . Εpiοµένως, για οpiοιαδήpiοτε ακολουθία
διαχωρίσιµων χώρων (Xn, ‖ · ‖n)n∈N, ο χώρος Z piεριέχει piάντα τελείως ϕυσιολογικά τον χώρο XK και
άρα έχει L∞ καθολικά αδιάσpiαστο υpiόχωρο. ΄Οpiως ϑα δούµε στην συνέχεια η HI ιδιότητα χαρακτηρίζει
κάθε block υpiόχωρο του Z το οpiοίο και αpiοκαλύpiτει την εpiίδραση της εξωτερικής HI νόρµας (δες [5],
[14]).
Συνεχίζουµε piαραθέτοντας τον ορισµό των C − `n1 -µέσων όρων.
Ορισµός 3.23. ΄Εστω C > 1 και n ∈ N. Λέµε ότι ένα στοιχείο z ∈ Z είναι C − `n1 µέσος όρος αν
1. ‖z‖ ≥ 1
2. Υpiάρχει µία piεpiερασµένη ακολουθία block (zi)ni=1 στον Z, ώστε ‖zi‖ ≤ C, για κάθε i = 1, 2, . . . , n
και z = 1n
∑n
i=1 zi.
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Η αpiόδειξη της ύpiαρξης των `1 µέσων όρων στον Z αpiαιτεί piεραιτέρω µελέτη του χώρου Z.
Πρόταση 3.24. ΄Εστω (zk)n∈N µία ϕραγµένη block ακολουθία στον Z. Τότε για κάθε j ∈ N υpiάρχει µία
piεpiεράσµένη ακολουθία (zki)
n2j
i=1 ώστε 2j ≤ maxran zk1 και ένα στοιχείο γ ∈ Γ ϐάρους w(γ) = m2j ώστε
|−→e∗γ(
n2j∑
i=1
zki)| ≥
1
2m2j
n2j∑
k=1
‖zki‖
Αpiόδειξη. ΄Εστω j ∈ N και pk < lk < pk+1 < lk+1 < . . . ώστε ranzk ⊂ (pk, lk]. Αpiό Λήµµα 3.14 για
κάθε k, ϐρίσκουµε ξk ∈ ∆qk µε qk ≥ pk + 1 ώστε −→eξk∗(zk) ≥ 12‖zk‖. Θέτουµε
−→
b ∗k = (
−→
0 pk+1,qk−1,
−→eξk∗)
και piαρατηρούµε ότι b∗k ∈ Bqk,pk και P ∗(pk,qk]
−→
b ∗k(zk) =
−→eξk∗(zk) για κάθε k. Εpiιλέγουµε αρχικά k1 ∈ N
ώστε 2j ≤ maxran zk1 και ηk1 = (qk1 + 1,m2j ,
−→
b ∗k1). Υpiοθέτουµε ότι για κάpiοιο 1 < i < n2j τα στοιχεια
zkl , ηkl έχουν οριστεί για κάθε l < i. Εpiιλέγουµε ϕυσικό αριθµό ki ώστε rank ηki−1 < pki και έστω
στοιχείο ηki = (qki + 1, ηki−1,m2j ,
−→
b ∗ki). Παρατηρούµε ότι d
∗
ηki
(zkl) = 0 για κάθε i, l. ΄Εστω γ ∈ Γ
µε ϐάρος w(γ) = m2j και ανάλυση {pki , qki , ηki ,
−→
b ∗ki}
n2j
i=1. Αpiό τα piαραpiάνω υpiολογίζουµε άµεσα ότι−→
e∗γ(
∑n2j
i=1 zki) =
1
m2j
∑n2j
i=1
−→eξ ∗ki(zki) και άρα ικανοpiοιείται το συµpiέρασµα.
΄Οpiως στο [10] (Λήµµα 8.2), το piαραpiάνω αpiοτέλεσµα σε συνδυασµό µε κλασσικά εpiιχειρήµατα αpiό
Λήµµα 2.2 στο [10] έχει σαν συνέpiεια το ακόλουθο λήµµα.
Λήµµα 3.25. ΄Εστω Y ένας block υpiόχωρος του Z. Τότε για κάθε C > 1 και n ∈ N, ο Y piεριέχει έναν
C − `n1 µέσο όρο.
Στη συνέχεια γενικεύουµε το αpiοτέλεσµα της Πρότασης 3.24 για ασθενώς µηδενικές ακολουθίες.
Λήµµα 3.26. ΄Εστω (zk)k µία ασθενώς µηδενική ακολουθία στον Z και υpiοθέτουµε ότι υpiάρχει µία
ακολουθία αpiό successive διαστήµατα του N, (Jk)k ώστε ‖PJk(zk)‖ ≥ δ. Τότε για κάθε j ∈ N υpiάρχουν
στοιχεία (zki)
n2j
i=1 ώστε 2j ≤ maxran zk1 και γ ∈ Γ µε ϐάρος m2j ώστε |
−→
e∗γ(
∑n2j
i=1 zki)| ≥ δ4m2j .
Αpiόδειξη. ΄Εστω j ∈ N και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υpiοθέτουµε ότι ranzk ⊂ [1, lk] όpiου lk ≥ max Jk
για κάθε k ∈ N. ΄Εστω ξk ∈ ∆qk µε qk ≥ min Jk (αpiό Λήµµα 3.14) ώστε −→eξk∗(PJkzk) ≥ δ2 . Θέτουµε
pk = min Jk − 1 και −→b ∗k = (
−→
0 pk+1,qk−1,
−→eξk∗) ∈ Bqk,pk για κάθε k. Εpiιλέγουµε εpiαγωγικά zki , ηki όpiως
στην αpiόδειξη της Πρότασης 3.24 µε την εpiιpiλέον αpiαίτηση σε κάθε εpiαγωγικό ϐήµα r = i+ 1 > 1 το
στοιχείο zkr να εpiιλέγεται ώστε |−→eη∗ki(zkr)| < δ4m2j . Εpiειδή η (zk)k είναι ασθενώς µηδενική µία τέτοια
εpiιλογή είναι εφικτή. ΄Εστω γ ∈ Γ µε ϐάρος w(γ) = m2j και ανάλυση {pki , qki , ηki ,
−→
b ∗ki}
n2j
i=1. Για κάθε
1 ≤ i ≤ n2j , εύκολα ϐλέpiουµε ότι −→eγ∗(zki) = −→eη∗ki−1(zki) + 1m2j
−→
b ∗ki(PJkizki) ≥ δ4m2j . Καταλήγουµε ότι
|−→e∗γ(
n2j∑
i=1
zki)| ≥
δ
4m2j
.
Υpiενθυµίζουµε τον ορισµό των ακριβή Ϲεύγων.
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Ορισµός 3.27. ΄Εστω C > 0, ε ∈ {0, 1} και j ∈ N. ΄Ενα Ϲεύγος (z, γ) ∈ Z × Γ λέγεται (C, j, ε) ακριβές
Ϲεύγος αν ικανοpiοιούνται οι ακόλουθες συνθήκες :
1. w(γ) = m−1j , ‖z‖ ≤ C, −→eγ∗(z) = ε.
2. d∗ξ(z) ≤ Cmj για κάθε ξ ∈ Γ.
3. Για γ′ ∈ Γ µε w(γ′) = m−1i και i 6= j, τότε
|−→eγ′∗(z)| ≤
{
Cm−1i αν i < j
Cm−1j αν i > j.
Τα εpiόµενα αpiοτελέσµατα αυτής της ενότητας είναι piαρόµοια µε αντίστοιχα αpiό το [10], γι΄ αυτό αντί
για piλήρεις αpiοδείξεις ϑα αρκεστούµε σε συνοpiτικές piεριγραφές των ϐασικών ϐηµάτων και κεντρικών
εpiιχειρηµάτων piου χρησιµοpiοιούνται.
Το ακόλουθο λήµµα έιναι ανάλογο της Πρότασης 8.6 αpiό το [10].
Λήµµα 3.28. ΄Εστω Y ένας block υpiόχωρος του Z. Τότε για κάθε j ∈ N υpiάρχει ένα (65, 2j, 1) ακριβές
Ϲεύγος (z, η) στον Y .
Αpiόδειξη. ΄Εστω (jk)k∈N µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών και σταθερά C > 1. Αpiό
Λήµµα 3.25 για κάθε k ∈ N υpiάρχει ένας C-`njk1 µέσος όρος zk στον Y . Με piαρόµοια εpiιχειρήµατα
όpiως στο Λήµµα 8.4 αpiό το [10] αpiοδεικνύουµε ότι η (zk)k∈N είναι 2C-RIS (piερνώντας σε υpiακολουθία).
Σηµειώνουµε ότι ‖zk‖ ≥ 1 για κάθε k ∈ N ενώ για κάθε j ∈ N αpiό Πρόταση 3.24 µpiορούµε (piερνώντας
σε υpiακολουθία) να ϐρούµε η ∈ Γ µε ϐάρος w(η) = m2j ώστε |−→eη∗(
∑n2j
k=1 zk)| ≥ n2j4m2j .
Για κατάλληλο θ ∈ R µε |θ| ≤ 2 έχουµε ότι−→eη∗(z) = 1 όpiου z = θ
∑n2j
k=1m2jn
−1
2j zk. Χρησιµοpiοιώντας
εκτιµήσεις piου piροέρχονται αpiό τη ϐασική ανισότητα (Πρόταση 3.19) είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι το
Ϲεύγοε (z, η) είναι το Ϲητούµενο (32C, 2j, 1) ακριβές Ϲεύγος µε z ∈ Y . Εpiειδή το συµpiέρασµα ισχύει για
κάθε C > 1 καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.
Ενδιαφέρον για την HI ιδιότητα piαρουσιάζουν piεpiερασµένες ακολουθίες αpiό (C, jk, ε) ακριβή Ϲεύ-
γη (zk, ηk)
n2j0−1
k=1 piου ικανοpiοιούν εpiιpiλέον ιδιότητες. Αυτές οι ακολουθίες λέγονται εξαρτηµένες και
ορίζονται στη συνέχεια (δες [10]).
Ορισµός 3.29. Μία piεpiρασµένη ακολουθία (zk)
n2j0−1
k=1 στον Z λέγεται (C, 2j0 − 1, ε) εξαρτηµένη ακο-
λουθία αν υpiάρχουν p1 < q1 < p2 < q2 < . . . < pn2j0−1 < qn2j0−1 , στοιχεία (ηk)
n2j0−1
k=1 και (ξk)
n2j0−1
k=1 ώστε
ηk ∈ Γqk \ Γpk , ξk ∈ ∆qk και ικανοpiοιούνται τα ακόλουθα:
1. ranzk ⊂ (pk, qk − 1].
2. το (z1, η1) είναι (C, 4j1−2, ε) ακριβές Ϲεύγος, ενώ για κάθε k > 1 το (zk, ηk) είναι (C, 4jk, ε) ακριβές
Ϲεύγος.
3. το στοιχείο γ = ηn2j0−1 έχει ϐάρος m2j0−1 και ανάλυση
{pi, qi, ξi,−→eηi∗}
n2j0−1
i=1 .
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Αpiό τον ορισµό των συνόλων ∆n και του (C, j, ε) ακριβές Ϲεύγους piροκύpiτει ότι w(η1) = m4j1−2 > n22j0−1
και w(ηi+1) = m4ji+1 όpiου ji+1 = σ(ξi) για 1 ≤ i ≤ n2j0−1.
Με piαρόµοιο τρόpiο όpiως στο Λήµµα 6.4 στο [10] αpiοδεικνύεται ότι κάθε (C, 2j0 − 1, ε) εξαρτηµένη
ακολουθία είναι C-RIS. Εpiοµένως, µpiορούµε να εφαρµόσουµε τη ϐασική ανισότητα (Πρόταση 3.20) και
να piάρουµε εκτιµήσεις αναφορικά µε µέσους όρους εξαρτηµένων ακολουθιων του Z.
Πρόταση 3.30. ΄Εστω (zk)
n2j0−1
k=1 µία (C, 2j0−1, ε) εξαρτηµένη ακολουθία. Θέτουµε z = 1n2j0−1
∑n2j0−1
k=1 zk
και z˜ = 1n2j0−1
∑n2j0−1
k=1 (−1)kzk. Τέλος, για J υpiοδιάστηµα του [1, n2j0−1] ϑέτουµε z˜J =
∑
k∈J(−1)kzk.
Τα εpiόµενα ισχύουν :
1. Αν ε = 1, ‖z‖ ≥ 1m2j0−1 και ‖z˜‖ ≤
40C
m22j0−1
.
2. Αν ε = 0, ‖z‖ ≤ 30C
m22j0−1
.
Αpiόδειξη. Η αpiόδειξη χρησιµοpiοιεί εpiιχειρήµατα αpiό την Πρόταση 6.6 και το Λήµµα 8.9 στο [10] και
ϑα piεριγράψουµε τα ϐασικά ϐήµατα µόνο για το (i). Για το piρώτο κοµµάτι, έστω pk, qk, ηk, ξk όpiως
piροκύpiτουν αpiό τον ορισµό της εξαρτηµένης ακολουθίας και έστω γ µε ϐάρος w(γ) = m2j0−1 και
ανάλυση {pk, qk, ξk,−→eηk∗}
n2j0−1
k=1 . Εpiειδή ranzk ⊂ (pk, qk − 1] και ξk ∈ ∆qk piροκύpiτει ότι d∗ξk(zl) = 0 για
κάθε k, l. Συνεpiώς, −→eγ∗(z) = −→eηk∗(
n−12j0−1
m2j0−1
∑
k zk) =
1
m2j0−1
.
Για το δεύτερο τµήµα του (i) υpiολογίζουµε τη δράση −→eγ∗(z˜) για κάθε γ µε ϐάρος w(γ) = m2j0−1.
Χρησιµοpiοιώντας µία ιδιότητα των στοιχείων του Γ µε piεριττό ϐάρος piου αpiορρέει αpiό την κωδικοpiοίηση
σ ( δες [10], Λήµµα 4.6) συµpiεραίνουµε ότι για κάθε J υpiοδιάστηµα του [1, n2j0−1] και κάθε γ ϐάρους
m2j0−1 |−→eγ∗(z˜J)| ≤ 4C. ΄Οpiως αναφέρθηκε piαραpiάνω, η (zk)k ως εξαρτηµένη ακολουθία είναι C-
RIS και µάλιστα ικανοpiοιεί την εpiιpiλέον συνθήκη του Πορίσµατος 3.20 (αντικαθιστώντας το C µε 4C).
Καταλήγουµε ότι ‖z˜‖ ≤ 10·4C
m22j0−1
= 40C
m22j0−1
.
Το εpiόµενο αpiοτέλεσµα αpiοδεικνύεται όpiως το Λήµµα 8.10 στο [10].
Πόρισµα 3.31. ΄Εστω (xn)n∈N µία block ακολουθία στον Z. Τότε ο υpiόχωρος Z = < xn : n ∈ N > του
Z είναι HI.
Αpiόδειξη. ΄Εστω Y1, Y2 δύο κλειστοι υpiόχωροι του Z, ε > 0 και j0 ∈ N ώστε m2j0−1ε > 2600. ΄Εστω
ακόµη j1 ∈ N ώστε m4j1−2 > n22j0−1. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι
οι Y1, Y2 είναι block υpiόχωροι. Αό Λήµµα 3.28 υpiάρχει ένα (65,m4j1−2, 1) ακριβές Ϲεύγος (z1, η1)
µε z1 ∈ Y1. ΄Εστω q1 ∈ N ώστε η1 ∈ ∆q1 και για p1 > max{q1,maxran z1} ορίζουµε ξ1 ∈ ∆p1 ως
ξ1 = (p1, 2j0 − 1,−→eη1∗). Για j2 = σ(ξ1) αpiό Λήµµα 3.28 ϐρίσκουµε ένα (65, 4j2, 1) ακριβές Ϲεύγος
(z2, η2) µε z2 ∈ Y2 ώστε min ranz2 > p1. ΄Εστω q2 > p1 ώστε η2 ∈ ∆q2 και για p2 > max{q2,maxranx2}
ορίζουµε ξ2 ∈ ∆p2 ως ξ2 = (p2, ξ1, 2j0 − 1,−→eη2∗). Εpiαγωγικά, κατασκευάζουµε µία (65, 2j0 − 1, 1)
εξαρτηµένη ακολουθία (zk)
n2j0−1
k=1 ώστε zk ∈ Y1 για k piεριττό, ενώ zk ∈ Y2 για k άρτιο. Θέτωντας
z1 =
∑
k odd zk ∈ Y1 και z2 =
∑
keven zk ∈ Y2 αpiό Πρόταση 3.30 συµpiεραίνουµε ότι µε κατάλληλη
εpiιλογή του j0, ‖z1 − z2‖ < ε‖z1 + z2‖.
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3.7 Φραγµένοι γραµµικοί τελεστές piάνω στον Z
Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε τον χώρο των γραµµικών και ϕραγµένων τελεστών piάνω στον
Z = (∑nXn)AH για µία εpiιλεγµένη ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach, (Xn, ‖ · ‖n)n∈N. Θα
υιοθετήσουµε piολλές αpiό τις τεχνικές piου piαρουσιάστηκαν στην Ενότητα 7 στο [10].
Ξεκινάµε µε τον ακόλουθο ορισµό.
Ορισµός 3.32. ΄Ενας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστήςK piάνω στον Z λέγεται οριζόντια συµpiαγής αν
για κάθε ϕραγµένη block(ως piρος την (Zn)n∈N) ακολουθία (zk)k∈N στον Z, ‖K(zk)‖ → 0, ή ισοδύναµα
για κάθε ε > 0 υpiάρχει kε ∈ N ώστε ‖K|Z(kε,∞)‖ < ε, όpiου Z(kε,∞) =
∑∞
n=kε+1
Zn = P(kε,∞)[Z].
Για τη συνέχεια ϑα χρειαστεί να εισάγουµε νέους συµβολισµούς και υpiοθέσεις. Για ένα σύνολο
A συµβολίζουµε µε spanQA το σύνολο piου όλους τους γραµµικούς συνδυασµούς στοιχείων του A µε
ϱητούς συντελεστές. Είναι εpiίσης γνωστό ([40]) ότι κάθε διαχωρίσιµος χώρος έχει M -ϐάση ώστε το
σύνολο των διορθογωνίων έιναι w∗ piυκνό (και ισχυρότερα 1-norming) για τον συζυγή. Για κάθε n ∈ N
συµβολίζουµε µε (xn,i)i∈N την M -ϐάση του Xn και µε {(x∗n,i)i∈N} το σύνολο των διορθογωνίων της
ϐάσης. Εpiίσης ϑα υpiοθέσουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µε ϐάση το piροηγούµενο σχόλιο, ότι
Fn = B
∗
Xn
∩ spanQ{x∗n,i : i ∈ N} και ϑέτουµε Dn = spanQ{xn,i : i ∈ N}. Τέλος για κάθε n ∈ N
συµβολίζουµε µε `Q∞(∆n) το σύνολο spanQ{en : n ∈ N} όpiου en είναι τα συνήθη µοναδιαία διανυσµατα.
Τα αpiοτελέσµατα αυτής της ενότητας ϑα αφορούν για χάριν ευκολίας έναν piυκνό υpiόχωρο του Z
piου piαρουσιάζεται στο εpiόµενο λήµµα.
Λήµµα 3.33. Για κάθε z ∈ Z µε ranz = (n, l] και κάθε ε > 0 υpiάρχει w ∈ Z ώστε ranz = ranw,
‖z − w‖ < ε και αν −→v = supploc(w) τότε −→v ∈
∑l
k=n+1⊕(Dk ⊕ `Q∞(∆k)).
Αpiόδειξη. ΄Εστω −→u ∈ ∑lk=n+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) ώστε supploc(z) = (−→0 1,n,−→u ). ∆ιασpiάµε το −→u ως−→u = −→u ′ + −→u ′′ ώστε −→u ′ ∈ (∑lk=n+1⊕Xk)∞ και −→u ′′ ∈ (∑lk=n+1⊕`∞(∆k))∞. Για κάθε k ϐρίσκουµε
vk ∈ spanQ{xk,i : i ∈ N}, yk ∈ `∞(∆k) µε ϱητές συντεταγµένες ώστε
‖−→u ′(k)− vk‖k ≤ ε
2
και ‖−→u ′′(k)− yk‖∞ ≤ ε
2
.
΄Εστω w = in(
−→
0 1,n,
−→v ) όpiου −→v (k) = (vk, yk). Παρατηρούµε ότι ‖z − w‖ ≤ 2‖−→u − −→v ‖∞ < ε και
συνδυάζοντας τα piαραpiάνω η αpiόδειξη ολοκληρώθηκε.
Θέτουµε Y ′n = {x = in(−→u ) : −→u ∈
∑n
k=1⊕(Dk ⊕ `Q∞(∆k))}. ΄Αµεση συνέpiεια του piαραpiάνω
λήµµατος είναι ότι η ένωση ∪nY ′n είναι piυκνή Z.
Για τα εpiόµενα χρειαζόµαστε τον ακόλουθο συµβολισµό.
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 3.4. Για n < l διασpiάµε κάθε
−→
f ∈ (∑lk=n⊕(X∗k ⊕ `1(∆k)))1 ως −→f = −→f ′ +−→f ′′
ώστε
−→
f ′ ∈ (∑lk=n⊕X∗k)1 και −→f ′′ ∈ (∑lk=n⊕`1(∆k))1. Η διάσpiαση γίνεται µε τον ίδιο τρόpiο όpiως η
διάσpiαση στο local support στοιχείων του Z (Παρατήρηση 3.3), δηλαδή για
−→
f (k) = (x∗k, b
∗
k) ∈ (X∗k ⊕ `1(∆k))1
ϑέτουµε
−→
f ′ = (x∗n, . . . , x∗l ) και
−→
f ′′ = (b∗n, . . . , b∗l ).
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Παρατήρηση 3.4. ΄Εστω
−→
f ∈ (∑lk=n⊕(X∗k ⊕ `1(∆k)))1 ώστε −→f ′(k) ∈ Fk για κάθε n ≤ k ≤ l, µε −→f ′
όpiως ορίστηκε piαραpiάνω. Τότε υpiάρχει γ ∈ Γ ώστε −→eγ∗(z) = −→f ′(z) για κάθε z ∈ Y ′l . Πράγµατι, για κάθε
n ≤ k ≤ l έστωmk ≥ l ώστε f ′(k) ∈ Fmkk και έστωm = max{mk : k = n, . . . , l}. Παρατηρούµε ότιm > l,−→
f ′ ∈ Km,n και έστω γ = (m+ 1, n,−→f ′, 0) ∈ ∆0m+1. Εpiειδή m+ 1 > l για z ∈ Y ′l piροκύpiτει ότι d∗γ(z) = 0
και άρα e∗γ(z) = c∗γ(z) =
−→
f ′(z).
Λήµµα 3.34. ΄Εστω n < l και z, w ∈ Z ώστε ranz, ranw ⊂ (n, l] και dist(w,Rz) > δ. Αν υpiοθέσουµε ότι
z ∈ Y ′l τότε υpiάρχει q ≥ l,
−→
b ∗ ∈ Bq,n ώστε −→b ∗(z) = 0 και −→b ∗(w) > δ4 .
Αpiόδειξη. ΄Εστω −→u ,−→v ∈∑lk=n+1⊕(Xk ⊕ `∞(∆k)) ώστε
supploc(z) = (
−→
0 1,n,
−→u ) και supploc(w) = (
−→
0 1,n,
−→v ).
Παρατηρούµε ότι
‖−→v − λ−→u ‖∞ = ‖(−→0 1,n,−→v )− λ(−→0 1,n,−→u )‖∞ ≥ 1
2
‖z − λw‖ > δ
2
.
Εpiοµένως, dist(−→v ,R−→u ) ≥ δ2 . Αpiό Hahn Banach υpiάρχει
−→
f ∈ (∑lk=n+1⊕(X∗k ⊕ `1(∆k)))1 ώστε−→
f (−→u ) = 0 και −→f (−→v ) ≥ δ2 . Αpiό Παρατήρηση 3.4 έχουµε ότι
−→
f =
−→
f ′+
−→
f ′′ όpiου
−→
f ′ ∈ (∑lk=n+1⊕X∗k)1
και ακόµη
−→
f ′′ ∈ (∑lk=n+1⊕`1(∆k))1. Εpiειδή z ∈ Y ′l µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι −→f ′(k) ∈ Fk
και
−→
f ′′(k) ∈ `Q1 (∆k) για κάθε n + 1 ≤ k ≤ l. Αpiό Παρατήρηση 3.4 υpiάρχει m ≥ l και γ ∈
∆0m+1 ώστε για x ∈ Z, −→eγ∗(x) =
−→
f ′(x). Θέτουµε
−→
b ∗ = (12
−→
f ′′,
−→
0 n+1,m,
1
2
−→eγ∗). Συµpiεραίνου-
µε ότι
−→
b ∗ ∈ (∑m+1k=n+1⊕`1(∆k))1, ‖−→b ∗‖1 ≤ 1 και piαρατηρούµε ότι κάθε συντεταγµένη −→b ∗(k) είναι
γραµµικός συνδυασµός των {e∗γ : γ ∈ ∆k} µε ϱητούς συντελεστές. Αpiό Παρατήρηση 3.2(2) υpiάρχει
q ≥ m + 1 ώστε −→b ∗ ∈ Bq,n. Εpiιpiλέον, −→b ∗(z) = 12
−→
f ′′(z) + 12
−→eγ∗(z) = 12
−→
f (z) = 0 και piαροµοίως−→
b ∗(w) = 12
−→
f (w) ≥ δ4 .
Μέχρι και το τέλος αυτής της ενότητας Z = (∑⊕Xn)BD ώστε η (Xn, ‖ · ‖n)n∈N είναι µία εpiιλεγµένη
ακολουθία διαχωρίσιµων χώρων Banach µε την εpiιpiλέον υpiόθεση ότι είτε ο `1 δεν εµφυτεύεται στον X∗n
για κάθε n ∈ N ή ο Xn έχει την Schur ιδιότητα για κάθε n ∈ N.
Το ακόλουθο αpiοτέλεσµα αpiοδεικνύεται όpiως το Λήµµα 7.2 στο [10].
Λήµµα 3.35. ΄Εστω T ένας ϕραγµένος γραµµικός τελεστής Z και (wk)k∈N µία C-RIS στον piυκνό υpiόχωρο
∪nY ′n ώστε dist(Twk,Rwk) > δ > 0 για κάθε k ∈ N. Τότε για κάθε j, p ∈ N, υpiάρχουν z ∈ [wk : k ∈ N]
και η ∈ ∆q µε q > p ώστε το (z, η) είναι (16C, 2j, 0) ακριβές Ϲεύγος, ‖I − P(p,q]Tz‖ ≤ δm−12j και
P ∗(p,q]e
∗
η(Tz) >
δ
8 .
Αpiόδειξη. ΄Εστω j, p ∈ N. Εφαρµόζωντας την Πρόταση 3.10 εpiαναληpiτικά, µpiορούµε να υpiοθέσουµε
piερνώντας σε υpiακολουθία ότι υpiάρχουν p < r1 < l1 < . . . < rk < lk < rk+1 < . . . ώστε ranwk ⊂ (rk, lk]
και ‖(I − P(rk,lk])Twk‖ ≤ δ80m2j για κάθε k. Αυτό συνεpiάγεται ότι dist(P(rk,lk]Twk,Rwk) > 7δ16 για κάθε
k. Αpiό Λήµµα 3.34 ϐρίσκουµε qk ≥ lk και −→b ∗k ∈ Bqk,rk ώστε
−→
b ∗k(wk) = 0 και
−→
b ∗k(P(rk,lk]Twk) >
7δ
64 .
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Περνώντας σε υpiακολουθία µpiορούµε εpiίσης να υpiοθέσουµε ότι rk < qk + 1 < rk+1 < . . . και έστω
z =
m2j
n2j
∑n2j
k=1wk. Υpiοθέτωντας ότι 2j < r1, µpiορούµε εpiαγωγικά να εpiιλέξουµε ξk ∈ ∆qk+1 µε ϐάρος
w(ξk) = m
−1
2j και να κατασκευάσουµε ένα στοιχέιο η ∈ Γ µε ανάλυση {rk, qk, ξk,
−→
b ∗k, }n2jk=1. Παρόµοια
µε το Λήµµα 7.2 στο [10] ελέγχουµε ότι το Ϲεύγος (z, η) είναι το Ϲητούµενο.
Η ακόλουθη piρόταση είναι το ανάλογο της Πρότασης 7.3 στο [10] και για την αpiόδειξη ϑα χρησιµο-
piοιήσουµε το piροηγούµενο λήµµα.
Λήµµα 3.36. ΄Εστω T : Z → Z ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής. Τότε για κάθε RIS (wk)k∈N στον
Z ισχύει ότι dist(Twk,Rwk)→ 0.
Αpiόδειξη. Αρκεί να αpiοδειχθεί για κάθε RIS στον piυκνό υpiόχωρο ∪nY ′n. Υpiοθέτουµε µε εις άτοpiο
ότι υpiάρχει RIS (wk)k∈N στον ∪nY ′n και δ > 0 ώστε dist(Twk,Rwk) > δ για κάθε k ∈ N. ΄Εστω
j0 piου ϑα piροσδιοριστεί αργότερα και j1 ώστε m4j1−2 > n22j0−1. Εφαρµόζωντας το Λήµµα 3.35 για
j = 2j1 − 1 και p1 = 1 ϐρίσκουµε q1 > 1 και ένα (16C, 4j1 − 2, 0) ακριβές Ϲεύγος (z1, η1) ώστε
η1 ∈ ∆q1 , ‖I − P(1,q1]Tz1‖ ≤ δm−14j1−2 και (−→eη1∗(P(p1,q1]Tz1) > δ8 . Θέτουµε ξ1 = (q1 + 1,m2j0−1,−→eη1∗),
j2 = σ(ξ1) και εφαρµόζουµε το Λήµµα 3.35 για j = 4j2 και p2 = q1 + 1. Εpiαγωγικά κατασκευάζουµε
p1 < q1 < p2 < q2 < . . . και µία ακολουθία (zi, ηi)li=1 ώστε κάθε (zi, ηi) είναι (16C, 4ji, 0) ακριβές Ϲεύγος
µε ranzi ⊂ (pi, qi], ηi ∈ ∆qi , ‖I−P(pi,qi]Tzi‖ ≤ δm−14ji και−→eη∗i (P(pi,qi]Tzi) > δ8 . Προκύpiτει ότι η (zi)
n2j0−1
i=1
είναι µία (16C, 2j0−1, 0) εξαρτηµένη ακολουθία και έστω γ ∈ Γ µε ανάλυση {pi, qi, ξi,−→eηi∗}
n2j0−1
i=1 . Είναι
άµεσο ότι d∗ξi(zj) = 0 για κάθε i, j ενώ για κάθε i
−→eγ∗(Tzi) ≥ 1
m2j0−1
(−→eη∗i (P(pi,qi]Tzi)− ‖I − P(pi,qi]Tzi‖) >
δ
8m2j0−1
− δ
n2j0−1
.
Θέτοντας z = 1n2j0−1
∑n2j0−1
i=1 zi έχουµε ότι
−→eγ∗(Tz) = n−12j0−1
n2j0−1∑
i=1
−→eγ∗(Tzi) > δ
16m2j0−1
.
Αpiό Πόταση 3.30 συνεpiάγεται ότι ‖Tz‖ ≤ 30·16C‖T‖
m22j0−1
. Για κατάλληλο j0 καταλήγουµε ότι−→eγ∗(Tz) > ‖Tz‖
piου είναι άτοpiο.
΄Ολα τα piαραpiάνω οδήγουν στο ακόλουθο αpiοτέλεσµα.
Πρόταση 3.37. ΄Εστω T ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής piάνω στονZ. Τότε υpiάρχει ένας αριθµός
λ ώστε ο τελεστής T − λI να είναι οριζόντια συµpiαγής.
Αpiόδειξη. ΄Εστω (wk)k∈N µία νορµαρισµένη RIS στον Z. Αpiό Λήµµα 3.36 υpiάρχουν λk piραγµατικοί
αριθµοί ώστε ‖Twk − λkwk‖ → 0. ΄Οpiως στο [10], Θεώρηµα 7.4 δείχνουµε ότι η ακολουθία (λk)k
συγκλίνει σε έναν αρθµό λ piου δεν εξαρτάται αpiό την εpiιλογή της (wk)k∈N. Αpiό Πρόταση συµpiεραίνουµε
ότι ‖(T − λI)zk‖ → 0, για κάθε ϕραγµένη block ακολουθία (zk)n∈N στον Z.
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3.8 Quasi Prime AH-L∞ αθροίσµατα χώρων Banach
Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε χώρους της µορφής (
∑
⊕Xn)AH για δεδοµένες ακολουθίες διαχω-
ϱίσιµων χώρων Banach. Για 1 ≤ p < ∞ ϑέτουµε Zp = (
∑
n⊕`p)AH . Το ακόλουθο αpiοτέλεσµα είναι
συνέpiεια αpiοτελεσµάτων της piροηγούµενης ενότητας.
Πόρισµα 3.38. ( i) Ο Zp δεν είναι ισόµορφος µε τον `p.
( ii) Για κάθε γραµµικό και ϕραγµένο τελεστή T piάνω στον Zp υpiάρχει αριθµός λ ώστε ο τελεστής T −λI
να είναι οριζόντια συµpiαγής.
Αpiόδειξη. Το (i) είναι συνέpiεια της Πρότασης 3.31 µε ϐάση την οpiοία ο χώρος Zp piεριέχει καθολικά
αδιάσpiαστο υpiόχωρο και άρα δε µpiορεί να είναι ισόµορφος µε τον `p. Το (ii) είναι άµεση εφαρµογή της
Πρότασης 3.37.
΄Οpiως ϕαίνεται στην εpiόµενη piρόταση ο `p είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικούς υpiοχώρους του
Zp.
Πρόταση 3.39. Για κάθε k0 ∈ N η εικόνα P[1,k0](Zp) είναι ισόµορφη µε τον `p.
Αpiόδειξη. Αρκεί να piαρατηρήσουµε ότι η εικόνα είναι ισόµορφη µε τον (
∑k0
k=1⊕(`p ⊕ `∞(∆k)))∞ piου
είναι ισόµορφος µε τον `p.
Παρατήρηση 3.5. Με piαρόµοιο τρόpiο ϐλέpiουµε ότι ο χώρος (
∑k
k=m⊕(`p⊕`∞(∆k)))∞ είναι ισµοµορφός
µε τον `p για κάθε m ≤ k. Αpiό Λήµµα 3.3 συµpiεραίνουµε ότι ο P[m,k](Zp) είναι ισόµορφος µε τον `p για
κάθε m ≤ k.
Για να δείξουµε ότι οι χώροι Zp είναι strictly quasi prime χρειαζόµαστε τα ακόλουθα λήµµατα.
Λήµµα 3.40. ΄Εστω 1 ≤ p <∞ και Zp ' U ⊕ V . Τότε υpiάρχει k0 ∈ N ώστε είτε P[1,k0]|U ή P[1,k0]|V είναι
ισοµορφική εµφύτευση.
Αpiόδειξη. ΄Εστω P : Zp → Zp piροβολή εpiί του U . Αpiό Πόρισµα 3.38 υpiάρχει piραγµατικός αριθµός λ
ώστε P = λI + K, όpiου K ένας οριζόντια συµpiαγής τελεστής piάνω στον Zp. Αν λ = 0 τότε U = K[Zp]
και αpiό τον ορισµό του οριζόντια συµpiαγή τελεστή το συµpiέρασµα ισχύει για τον U . ∆ιαφορετικά,
λ 6= 0 και ισχυριζόµαστε ότι σε αυτή τη piερίpiτωση P[1,k0]|V είναι ισοµορφική εµφύτευση. Πράγµατι,
αν υpiοθέσουµε το αντίθετο ϑα ϐρούµε µία νορµαρισµένη ακολουθία (vn)n∈N στον V και µία block
ακολουθία (xn)n∈N στον Zp ώστε ‖vn − xn‖ → 0. Εpiειδή ‖K(xn)‖ → 0 piροκύpiτει ότι ‖K(vn)‖ → 0.
΄Οµως |λ| − ‖K(vn)‖ ≤ ‖P (vn)‖ το οpiοίο συνεpiάγεται ότι λ = 0 και καταλήγουµε σε άτοpiο.
Για 1 ≤ p < ∞ και k ∈ N ϑα συµβολίζουµε µε Zp(k,∞) τον υpiόχωρο P(k,∞)[Zp] ενώ µε Zp[1,k] τον
υpiόχωρο P[1,k][Zp]. Το ακόλουθο λήµµα αpiοδεικνύεται µε ανάλογα εpiιχειρήµατα όpiως το Λήµµα 3 στο
[14].
Λήµµα 3.41. ΄Εστω 1 ≤ p < ∞, Y υpiόχωρος Zp και k0 ∈ N ώστε P[1,k0]|Y είναι ισοµορφική εµφύτευση.
Τα ακόλουθα ισχύουν :
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1. Αν p = 1 και Y συµpiληρωµατικός στον Z1 µέσω µίας piροβολής P , τότε για κάθε ε > 0, υpiάρχει
kε ∈ N ώστε ‖P (z)‖ < ε‖x‖ για κάθε z ∈ Z1(kε,∞).
2. Αν p > 1, τότε για κάθε ε > 0 υpiάρχει kε ∈ N ώστε ‖P(kε,∞)(y)‖ < ε‖y‖ για κάθε y ∈ Y .
Αpiόδειξη. Υpiοθέτοντας µε εις άτοpiο ότι το (1) δεν ισχύει, ϐρίσκουµε ε > 0 και για κάθε k ∈ N στοιχείο
xk ∈ Z1(k,∞) ώστε ‖zk‖ = 1 και ‖P (zk)‖ ≥ ε. Μpiορούµε να υpiοθέσουµε, µε sliding hump εpiιχείρηµα,
ότι η ακολουθία (zk)k∈N είναι block. Αυτό συνεpiάγεται ότι οι ακολουθίες (zk)k∈N και (P (zk))k∈N είναι
ασθενώς µηδενικές. Εpiειδή ο Y αpiό υpiόθεση εµφυτεύεται στον Z1[1,k0] piου είναι ισόµορφος µε τον `1,
αpiό την ιδιότητα Schur του `1 καταλήγουµε ότι ‖P (zk)‖ → 0, άτοpiο.
Υpiοθέτοντας µε εις άτοpiο ότι το (2) δεν ισχύει, ϐρίσκουµε ε > 0, µία νορµαρισµένη ακολουθία
(yk)k∈N στον Y και µία ακολουθία αpiό successive διαστηµατα (Ik)k∈N του N ώστε ‖PIk(yk)‖ ≥ ε.
Εpiειδή ο Y εµφυτεύεται στον Zp[1,k0] ' `p, piερνώντας σε υpiακολουθία υpiοθέτουµε ότι η ακολουθία
zk = y2k − y2k−1 είναι ασθενώς µηδενική και piερνώντας σε piερεταίρω υpiακολουθία υpiοθέτουµε ότι η
(zk)k είναι ισοδύναµη µε τη συνήθη ϐάση του `p. Εpiοµένως υpiάρχει σταθερά C > 0 ώστε ‖ 1n
∑n
k=1 zk‖ ≤
C n
1
p
n για κάθε n ∈ N.
΄Εστω j ∈ N ώστε ε16m2j > C
n
1
p
2j
n2j
. Περνώντας σε υpiακόλουθία υpiοθέτουµε ότι ‖P(min Ik+1,∞)yk‖ → 0
και άρα έχουµε ότι ‖PI2kzk‖ ≥ ε2 για κάθε k ∈ N. Αpiό Λήµµα 3.26 για το j, Jk = I2k και δ = ε/2
υpiάρχουν στοιχεία (zki)
n2j
i=1 και γ ∈ Γ ϐάρους w(γ) = m2j ώστε |e∗γ(
∑n2j
i=1 zki)| ≥ εn2j16m2j . Προκύpiτει ότι
‖ 1n2j
∑n2j
i=1 zki‖ ≥ ε16m2j > C
n
1
p
2j
n2j
το οpiοίο είναι άτοpiο.
Πρόταση 3.42. Οι χώροι Zp, για 1 ≤ p <∞, είναι strictly quasi prime.
Αpiόδειξη. ΄Εστω 1 ≤ p < ∞ και Z = Zp. Υpiοθέτουµε ότι Z ' V ⊕ U και έστω P : Z → Z ώστε
ImP = V . Αpiό Λήµµα 3.40 µpiορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υpiοθέσουµε ότι ο V δεν piεριέχει
HI υpiόχωρο και άρα αpiό Λήµµα 3.41 υpiάρχει k0 ∈ N ώστε ‖PP(k0,∞)|V ‖ ≤ 1 και ‖P(k0,∞)P |Z(k0,∞)‖ ≤ 1.
Αυτό συνεpiάγεται ότι οι τελεστές P : P[1,k0](V ) → V και P[1,k0] : V → P[1,k0](V ) είναι αντιστρέψιµοι
καθώς και ο τελεστής S = P[1,k0]P : P[1,k0](V ) → P[1,k0](V ). ΄Εστω Q : Z[1,k0] → V piου ορίζεται ως
Q = S−1 ◦ P[1,k0]P |Z[1,k0] . Εύκολα ελεγχεται ότι ο Q είναι piροβολή εpiί του P[1,k0](V ) ' V και εpiειδήZ[1,k0] ' `p συµpiεραίνουµε ότι V ' `p. Η ακόλουθη piαραγοντοpiοίηση
Z(k0,∞)
I−P→ U P(k0,∞)→ Z(k0,∞)
δείχνει ότι ο Z(k0,∞) είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του U . Για την ακρίβεια, αpiό
Παρατήρηση 3.5 συµpiεραίνουµε ότι ο `p είναι ισόµορφος µε συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του U . Συνεpiώς,
U ' `p ⊕ Z ' `p ⊕ `p ⊕ Z ' `p ⊕ U ' V ⊕ U ' Zp.
3.9 Συµpiληρωµατικοί υpiόχωροι του Znp
Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε τους συµpiληρωµατικούς υpiοχώρους του Znp =
∑n
i=1⊕Zp(i),
εφοδιασµένο µε την εξωτερική supremum νόρµα. Εpiειδή ο Zp είναι strictly quasi prime είναι άµεσο
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ότι Znp ' `p ⊕Znp . Εpiοµένως, ενδιαφεροµάστε για τους συµpiληρωµατικούς υpiοχωρους του Znp piου δεν
είναι ισόµορφοι µε τον `p.
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 3.5. Για την συνέχεια, για I ⊂ N και L ⊂ {1, 2, . . . , n} συµβολίζουµε µε PLI :
Znp → Znp , τις piροβολές piου ορίζονται ως PLI (
∑n
i=1 zi) =
∑
i∈L PI(zi), για
∑n
i=1 zi ∈ Znp . Στην piε-
ϱίpiτωση piου L = {1, 2, . . . , n} γράφουµε αpiλά PnI . Για χάριν ευκολίας, αν Y υpiόχωρος του Znp γρά-
ϕουµε YI αντί για PnI (Y ). Εpiίσης, λέµε ότι µία ακολουθία (xk)k∈N στον Znp είναι block αν ισχύει ότι
maxi=1,...,n{ranxk(i)} < mini=1,...,n{ranxk+1(i)}, όpiου xk(i) ∈ Zp(i).
Το ακόλουθο λήµµα έιναι µία γενικευµένη εκδοχή του συµpiερασµάτος piου piαρουσιάζεται στο Λήµµα
3.41.
Λήµµα 3.43. ΄Εστω 1 ≤ p < ∞, Y υpiόχωρος του Znp και k0 ∈ N ώστε Pn[1,k0]|Y ισοµορφική εµφύτευση.
Τα εpiόµενα ισχύουν :
1. Αν p = 1 και ο Y είναι συµpiληρωµατικός στον Zn1 µέσω της piροβολής P , τότε για κάθε ε > 0, υάρχει
kε ∈ N ώστε ‖P (x)‖ < ε‖x‖ για κάθε x ∈ Pn(kε,∞)[Zn1 ].
2. Αν p > 1, τότε για κάθε ε > 0 υpiάρχει kε ∈ N ώστε ‖Pn(kε,∞)(y)‖ < ε‖y‖ για κάθε y ∈ Y .
Αpiόδειξη. Το (1) αpiοδεικνύεται µε τον ίδιο τρόpiο όpiως το Λήµµα 3.41(1). Για το (2),υpiοθέτουµε µε
εις άτοpiο ότι δεν ισχύει και ϐρίσκουµε ε > 0, µία νορµαρισµένη ακολουθία (yk)k∈N στον Y και µία
ακολουθία αpiό successive διαστήµατα (Ik)k∈N του N ώστε ‖PnIk(yk)‖ ≥ ε. Για κάθε k, έστω nk ∈ N ώστε‖PnIk(yk)(nk)‖ ≥ ε. ΄Εστω M άpiειρο υpiοσύνολο του N ώστε nk = n0 για κάθε k ∈M . Χρησιµοpiοιώντας
εpiιχειρήµατα αpiό Λήµµα 3.41(2) καταλήγουµε σε άτοpiο.
Συµβολισµοί-΄Εννοιες 3.6. ΄Εστω T : Znp → Znp ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής. Τότε, ο
T γράφεται στη µορφή T = (Ti,j)1≤i,j≤n, όpiου Ti,j : Zp(j) → Zp(i). αpiό Πρόταση 3.38(1) για κάθε
1 ≤ i, j ≤ n υpiάρχουν αριθµοί λi,j ώστε Ti,j = λi,jIi,j + Ki,j , όpiου Ii,j : Zp(j) → Zp(i) είναι η ταυτοτική
αpiεικόνιση και Ki,j : Zp(j) → Zp(i) είναι οριζόντια συµpiαγής τελεστής. Θέτοντας Λ = (λi,j)1≤i,j≤n,
ΛI = (λi,jIi,j)1≤i,j≤n και K = (Ki,j)1≤i,j≤n έχουµε ότι T = ΛI +K.
Για x ∈ Zp, συµβολίζουµε µε x˜i το στοιχείο του Znp piου ορίζεται ως x˜i(j) =
{
0, αν i 6= j
x, αν i = j.
Λήµµα 3.44. ΄Εστω m ≤ n και T : Znp → Zmp ένας γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής της µορφής
T = ΛI +K όpiως στη Σηµείωση 3.6. Τα εpiόµενα ισχύουν :
1. Αν m = n και T piροβολή, τότε Λ = (λi,j)1≤i,j≤n piροβολή εpiί του Rn.
2. Αν n > m, τότε ο T δε µpiορεί να είναι ισοµορφική εµφύτευση.
Αpiόδειξη. Για το piρώτο υpiοθέτουµε µε εις άτοpiο ότι Λ2 6= Λ. Τότε υpiάρχει 0˜ 6= a˜ = (a1, . . . , an) ∈ Rn
ώστε Λ2(a˜) 6= Λ(a˜). Μpiορούµε να υpiοθέσουµε (διαιρώντας µε τη µέγιστη συντεταγµένη) ότι |ai| ≤ 1 για
κάθε 1 ≤ i ≤ n και ότι υpiάρχει i0 ώστε |ai0 | = 1. Θεωρούµε τη supremum νόρµα στον Rn και έστω
0 <  = ‖Λ2(a˜)−Λ(a˜)‖∞. Σηµειώνουµε ότι P 2 = Λ2I +K ′, όpiου K ′ = (ΛI)K +K(ΛI) +K2. Τότε οι
τελεστές K,K ′ έχουν τη µορφή K = (Ki,j)i,j , K ′ = (K ′i,j)i,j όpiου Ki,j ,K ′i,j είναι οριζόντια συµpiαγείς
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τελεστές. Αυτό συνεpiάγεται ότι υpiάρχει k0 ∈ N και x ∈ Zp(k0,∞) ώστε ‖x‖ = 1 και αν x˜ =
∑n
i=1 aix˜i να
έχουµε ότι ‖K(x˜)‖ < 4 , ‖K ′(x˜)‖ ≤ 4 . Είναι άµεσο ότι το x˜ είναι στοιχείο του Znp(k0,∞), ‖x˜‖ = 1 και
‖P 2(x˜)− P (x˜)‖ ≥ ‖Λ2I(x˜)− ΛI(x˜)‖ − ‖K(x˜)−K ′(x˜)‖ ≥ − 
2
=

2
,
το οpiοίο έρχεται σε αντίφαση µε το γεγονός ότι P 2 = P .
Για το δεύτερο piαραpiέµpiουµε τον αναγνώστη στο [14], Προταση 3.
Πρόταση 3.45. ΄Εστω W ένας αpiειροδιάστατος συµpiληρωµατικός υpiόχωρος του Znp . Τότε είτε W ' `p ή
υpiάρχει ένα µη κενό υpiοσύνολο L ⊂ {1, . . . , n} ώστε ο W να είναι ισόµορφος µε τον ZLp (=
∑
i∈L⊕Zp).
Αpiόδειξη. ΄Εστω P : Znp → Znp piροβολή εpiί του W , δηλαδή P [Znp ] = W . Αpiό Λήµµα 3.44 (1), έχουµε
ότι ο Λ = (λi,j)i,j είναι piροβολή στον Rn. Αpiό γνωστά αpiοτελέσµατα γραµµικής άλγεβρας υpiάρχει
ένας αντιστρέψιµος piίνακας A : Rn → Rn της µορφής A = (ai,j)1≤i,j≤n ώστε AΛA−1 = (λ˜i,j)1≤i,j≤n
όpiου λ˜i,j =
{
0 ή 1, αν i = j
1, αν i 6= j. Θεωρούµε τον αντιστρέψιµο τελεστή A˜ = (ai,jIi,j)1≤i,j≤n και ϑέτουµε
P˜ = A˜P A˜−1. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι ο P˜ : Znp → Znp είναι piροβολή της µορφής P˜ = (λ˜i,jIi,j)i,j +K˜
όpiου K˜ = A˜KA˜−1 = (K˜i,j)1≤i,j≤n. Προκύpiτει ότι ο K˜i,j είναι οριζόντια συµpiαγής για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n
και W ' P˜ [Znp ]. Εpiοµένως µpiορούµε να υpiοθέσουµε ότι P = P˜ (άρα K˜ = K, Λ˜ = Λ ).
Θέτουµε L = {i : µi,i 6= 0}. ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες piεριpiτώσεις :
Περίpiτωση 1: L = ∅. Αυτό σηµαίνει ότι P = K. Ισχυριζόµαστε ότι υpiάρχει k0 ∈ N ώστε Pn[1,k0]|W
ισοµορφική εµφύτευση. Πράγµατι, αν όχι µpiορούµε να ϐρούµε µία νορµαρισµένη ακολουθία (wk)k∈N
και µία block ακολουθία (xk)k∈N στον Znp ώστε ‖xk − wk‖ → 0. Εpiειδή ‖K(xk)‖ → 0 έχουµε ότι
‖wk‖ = ‖P (wk)‖ = ‖K(wk)‖ → 0 και άρα καταλήγουµε σε άτοpiο. Αpiό Λήµµα 3.43 υpiάρχει `0 ∈ N ώστε
‖PPn(l0,∞)|W ‖ < 12 . Συµpiεραίνουµε ότι W ' Wn[1,l0] και ϑέτοντας T : Pn[1,l0] ◦ P |Wn[1,l0] : W
n
[1,l0]
→ Wn[1,l0]
έχουµε ότι ο T είναι αντιστρέψιµος και T−1 ◦ Pn[1,l0] ◦ P |Pn[1,l0]Znp : Z
n
p[1,l0]
→Wn[1,l0] είναι piροβολή εpiί του
Wn[1,l0]. Εpiειδή Znp[1,l0] ' `p, έχουµε ότι W ' `p.
Περίpiτωση 2: L 6= ∅. Σε αυτή τη piερίpiτωση ϑα αpiοδείξουµε ότι W ' ZLp . Πιο συγκεκριµένα ϑα
δείξουµε ότιW ' ZLp ⊕Y , όpiου Y ' `p και εpiειδή ο Zp είναι stritly quasi prime, δηλαδή Zp ' Zp⊕ `p,
καταλήγουµε στο Ϲητούµενο. Υpiενθυµίζουµε ότιK = (Ki,j)i,j όpiου κάθεKi,j είναι οριζόντια συµpiαγής.
Εpiοµένως, υpiάρχει k0 ∈ N ώστε ‖K|Zn
p(k0,∞)
‖ < 14 . Συνεpiάγεται ότι ο τελεστής
PL(k0,∞) ◦ P |ZLp(k0,∞) : Z
L
p(k0,∞) → ZLp(k0,∞)
είναι αντιστρέψιµος. Εpiίσης, piροκύpiτει ότι ZLp ' ZLp(k0,∞) και ότι ο ZLp(k0,∞) είναι ισόµορφος µε
συµpiληρωµατικό υpiόχωρο του W . Συνεpiώς, W ' ZLp ⊕ Y . Εύκολα ϐλέpiουµε ότι υpiάρχει `0 ∈ N ώστε
Pn[1,l0]|Y ισοµορφική εµφύτευση. Χρησιµοpiοιώντας τα εpiιχειρήµατα της Περίpiτωσης 1 και το Λήµµα 3.43
καταλήγουµε ότι ο Y είναι ισόµορφος µε συµληρωµατικό υpiόχωρο του `p και άρα ο Y είναι ισόµορφος
µε τον `p.
Αpiό Λήµµα 3.44(2) και Πρόταση 3.45 έχουµε το ακόλουθο.
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Πόρισµα 3.46. Οι χώροι Znp , για 1 ≤ p < ∞ έχουν ακριβώς n + 1, µη ισόµορφους ανά δύο, συµpiληρω-
µατικούς υpiοχώρους.
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